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《 法兰西 数学 精品 译 丛 》 序 


随 着 解析 几何 及 微 积 分 的 发 明 而 兴起 的 现代 数学 , 在 其 发 展 过 程 中 , 一 批 卓越 
的 法 国 数学 家 发 挥 了 杰出 的 作用 , 作出 了 奠基 性 的 贡献 .他 们 像 灿 烂 的 星斗 发 射 着 
耀眼 的 光辉 , 在 现代 数学 史上 占据 着 不 可 替代 的 地 位 , 在 大 学 教科 书 、 各 种 专著 及 种 
种 数学 史 著作 中 都 频繁 地 出 现 着 他 们 的 英名 . 在 他 们 当中 , 包括 笛 卡 儿 、 费 马 、 帕 斯 
卡 、 达 有 衣 贝 尔 、 拉 格 朗 日 、 蒙 日 、 拉 普 拉 斯 、 勤 让 德 、 傅 里 叶 、 泊 松 、 柯 西 、 刘 维尔 、 
伽 罗 华 、 庞 加 莱 、 嘉 当 、 勒 贝 格 、 魏 伊 、 勒 雷 、 施 瓦 效 及 利 公 斯 等 等 这 些 耳 熟 能 详 的 
名 字 , 也 包括 一 些 现今 仍然 健在 并 继续 作出 重要 贡献 的 著名 数学 家 . 由 于 他 们 的 出 
色 成 就 和 深远 影响 , 法 国 的 数学 不 仅 具 有 深厚 的 根基 和 领先 的 水 平 , 而 且 具 有 优秀 的 
传统 和 独特 的 风格 , 一 直 在 国际 数学 界 享有 盛誉 . 


我 国 的 现代 数学 , 在 20 世纪 初 通过 学 习 西方 及 日 本 才 开始 起 步 , 并 在 艰难 曲折 
中 发 展 与 成 长 , 终 能 在 2002 年 成 功 地 在 北京 举办 了 国际 数学 家 大 会 , 在 一 个 世纪 的 
时 间 中 基本 上 跟 上 了 西方 历经 四 个 多 世纪 的 现代 数学 发 展 的 步伐 , 实现 了 跨越 式 的 
发 展 . 这 一 巨大 的 成 功 , 根源 于 好 几 代数 学 家 持续 不 断 的 艰苦 奋斗 , 根源 于 我 们 国家 
综合 国力 不 断 提高 所 提供 的 有 力 支撑 , 根源 于 改革 开放 国策 所 带 来 的 强大 推动 , 也 根 
源 于 很 多 国际 数学 界 同仁 的 长 期 鼓励 、 支 持 与 帮助 . 在 这 当中 , 法 兰 西数 学 精品 长 期 
以 来 对 我 国 数学 界 所 起 的 积极 影响 , 法 兰 西数 学 的 深厚 根基 、 无 比 活力 和 优秀 传统 
对 我 国 数学 家 所 起 的 不 可 低估 的 潜移默化 作用 , 无 疑 也 是 一 个 不 容 忽视 的 因素 . 足以 
证 明 这 一 点 的 是 : 在 我 国 的 数学 家 中 , 有 不 少 就 曾经 留学 法 国 , 直接 受到 法 国 数学 家 
的 栽培 和 法 兰 西数 学 传统 和 风格 的 芒 陶 与 感召 , 而 更 多 的 人 也 或 多 或 少 地 通过 汲取 
法 国 数学 精品 的 营养 而 逐步 走向 了 自己 的 成 熟 与 辉煌 . 


由 于 语言 方面 的 障碍 , 用 法 文 出 版 的 优秀 数学 著作 在 我 国 的 传播 受到 了 较 大 的 


“六 。 《法 兰 西数 学 精品 译 丛 》 序 


限制 . 根据 一 些 数学 工作 者 的 建议 , 并 取得 了 部 分 法 国 著名 数学 家 的 热情 支持 , 高 等 
教育 出 版 社 决定 出 版 《法 兰 西数 学 精品 译 丛 》 将 法 国 的 一 些 享有 盛誉 并 有 着 重要 作 
用 与 影响 的 数学 经 典 以 及 颇具 特色 的 大 学 与 研究 生 数 学 教材 及 教学 参考 书 , 有 选择 
地 从 法 文 原文 分 批 翻 译 出 版 . 这 一 工作 得 到 了 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基 
金 的 支持 和 赞助 , 对 帮助 并 推动 我 国 读者 更 好 地 学 习 和 了 解法 国 的 优秀 数学 传统 和 
杰出 数学 成 就 , 进一步 提升 我 国 数学 (包括 纯粹 数学 与 应 用 数学 ) 的 教学 与 研究 工作 
的 水 平 , 将 是 意义 重大 并 影响 深远 的 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2008 年 5 月 


出 版 者 的 话 


本 书 的 原版 书 为 G. Choquet 教授 所 著 的 《分析 教程 》 的 第 二 卷 (拓扑 学 》(Cours 
dionalyse Tome II: Topologie), 该 书 至 今 已 出 了 三 版 @, 并 有 英文 、 西 班 牙 文 译本 . 中 
译本 由 史 树 中 、 白 继 祖 根 据 1969 年 法 文 修订 版 翻译 , 我 社 于 1988 年 分 上 下 两 册 出 
版 (下 册 因 故 未 能 出 版 ), 书 名 为 《分 析 与 拓扑 》. 

本 次 中 译本 根据 法 文 版 2000 年 的 第 2 版 译 出 , 此 时 原 书 已 更 名 为 《拓扑 学 教 
程 》(Cours de topologie), 在 翻译 过 程 中 译 者 参考 了 1988 年 我 社 出 版 的 中 译本 《分 
析 与 拓扑 》. 

史 树 中 老师 在 翻译 本 书 的 过 程 中 不 幸 逝 世 , 王 耀 东 老 师 继续 完成 了 本 书 的 翻译 
工作 . 在 此 , 我 们 对 他 们 的 辛勤 工作 表示 由 衷 的 感谢 . 我 们 也 感谢 白 继 祖 先生 对 本 书 
的 贡献 . 


中 分 别 为 : 
® G. Choquet, Cours d’analyse Tome II: Topologie, Masson, 1964. 


® G. Choqguet, Cours d’analyse Tome II: Topologie, Masson, 1969. (修订 版 ) 
e G. Choquet, Cours de topologie, 2e édition, Dunod, 2000. (第 2 版 ) 


《分 析 与 拓扑 了》 译 者 序 


本 书 是 法 国 科 学 院 院士 、 著 名 数学 家 G. Choquet 教授 所 著 的 《分 析 教 程 》 的 第 
二 卷 《拓扑 学 》 的 译本 . 原 书 是 法 国 硕士 学 位 的 基础 教材 ， 它 是 作者 多 年 教学 的 结 
唱 , 内 容 深 入 浅 出 , 富有 启发 性 , 并 附 有 大 量 习 题 . 正如 作者 在 序言 中 所 说 :“ 本 书 的 
目的 在 于 使 大 学 生 在 一 个 尽 可 能 简单 的 框架 中 了 解 某 些 现代 分 析 的 强 有 力 的 工具 及 
其 应 用 .” 因 此 , 本 书 的 着 眼 点 在 于 深入 剖析 分 析 中 的 一 些 基 本 概念 和 基本 工具 , 较 
少 涉及 一 些 过 于 艰深 的 专门 概念 和 定理 , 因而 使 它 对 于 数学 研究 的 任何 一 个 专业 方 
向 都 是 很 有 益 的 . 


《分 析 教 程 的 第 一 卷 《 代 数 》 和 第 三 卷 《积分 学 和 微分 学 》 都 从 未 公开 出 版 过 ， 
而 第 二 卷 《 拓 扑 学 》 则 已 出 了 两 版 , 并 有 英文 、 西 班 牙 文 译本 . 本 书 根据 它 的 1969 
年 的 修订 本 译 出 . 译 者 为 了 指出 它 并 非 是 一 本 真正 的 拓扑 学 教程 , 而 把 它 改 称 为 《分 
析 与 拓扑 》. 但 是 我 们 没有 改变 原 书 的 章节 编号 , 因为 这 将 牵 一 发 动 全 身 , 带 来 很 多 
问题 . 这 样 一 来 , 本 书 将 只 包含 第 五 、 六、 七 章 , 而 没有 前 面 的 各 章 . 同时 , 书 中 又 常 
常 援 引 前 面 的 章节 的 结果 , 为 帮助 读者 阅读 , 我 们 就 加 了 很 多 译 者 注 , 补充 了 许多 书 
中 所 需要 的 概念 . 然而 , 由 于 某 些 概 念 (主要 是 集合 论 中 的 概念 ) 无 法 用 一 个 简单 的 
定义 说 清楚 , 我 们 并 未 做 得 十 分 彻底 , 诸如 可 数 集 、 势 、 基 数 等 我 们 都 没有 一 一 加 注 . 
不 熟悉 这 些 概 念 的 读者 可 参考 有 关 教 本 , 好 在 这 类 教 本 在 国内 都 不 难 找到 . 此 外 , 原 
书 还 有 少量 印刷 错误 和 其 他 错误 , 大 部 分 我 们 都 不 加 指出 地 进行 改正 , 只 在 一 些 较 紧 
要 的 地 方才 加 了 译 者 注 . 

作者 曾经 是 法 国 布尔 巴 基 (N. Bourbaki) 学 派 中 的 活跃 分子 , 曾 为 布尔 巴 基 的 著 
作 作 出 很 多 贡献 . 本 书 中 的 布尔 巴 基 影 响 也 是 显而易见 的 , 即 从 代数 结构 、 拓 扑 结构 
和 序 结构 三 方面 来 分 析 数 学 对 象 以 及 它们 间 的 关系 . 书 中 也 采用 了 著名 的 布尔 巴 基 


这， 《分 析 与 拓扑 》 译 者 序 


的 符号 “Z”, 表示 这 里 有 一 个 理解 上 的 “危险 的 转折 ”或 “弯路 小 心 ”, 要 求 读者 仔细 
辨析 . 但 是 作者 并 未 追求 布尔 巴 基 著 作 的 过 分 系统 、 过 分 干净 的 写法 . 我 们 常常 会 发 
现在 本 书 中 , 前 一 章 要 用 到 后 一 章 的 材料 , 或 者 涉及 更 不 相干 的 其 他 数学 学 科 的 材 
料 . 这 种 做 法 也 许 会 给 读者 带 来 一 点 困难 , 但 总 的 来 说 这 将 对 开阔 读者 的 思路 是 有 
好 处 的 . 此 外 , 本 书 各 章 后 面 的 大 量 习题 无 疑 是 本 书 的 最 宝贵 的 资料 之 一 , 愿意 真正 
弄 通 本 书 的 读者 应 尽 可 能 多 做 后 面 的 习题 . 不 过 有 些 地 方 习题 与 课文 内 容 有 点 重复 ， 
对 此 我 们 没有 都 一 一 指出 . 

本 书 由 白 继 祖 译 出 前 两 章 的 初稿 , 史 树 中 译 出 后 一 章 的 初稿 ,然后 再 由 史 树 中 
统一 校订 . 我 们 两 人 都 用 本 书 进行 过 教学 (其 中 白 继 祖 是 在 刚果 布 拉 柴 维尔 大 学 直 
接 用 法 语 讲授 的 ). 在 教学 过 程 中 , 学 生 们 曾 发 现 不 少 原 书 有 的 少量 错误 和 我 们 翻译 
中 的 错误 . 这 里 我 们 对 他 们 的 帮助 表示 感谢 . 但 限于 我 们 的 水 平 , 这 个 译本 一 定 还 有 
不 少 问 题 , 请 读者 批评 指正 . 


译 者 


i 
洁 
1 
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本 书 是 按照 现行 数学 学 士 和 硕士 学 位 关于 一 般 拓 扑 学 和 函数 空间 的 要 求 编写 的 . 

全 书 是 在 巴黎 讲授 过 几 年 的 一 份 讲义 的 基础 上 形成 的 , 并 且 由 C.D.U. 出 版 社 
(Centre de Documentation Universitaire) 出 版 过 它 的 一 些 复印 分 册 . 

本 书 是 为 已 经 掌握 了 相当 于 大 学 第 一 阶段 数学 知识 的 大 学 生 编写 的 . 尽管 如 此 ， 
叙述 中 几乎 不 假定 任何 预备 知识 . 

本 书 的 目的 在 于 使 大 学 生 在 一 个 尽 可 能 简单 的 框架 中 了 解 某 些 现代 分 析 的 强 有 
力 的 工具 及 其 应 用 . 

书 中 的 基本 概念 几乎 都 是 在 事先 给 出 一 、 两 个 旨 在 说 明定 义 选择 的 合理 性 的 例 
子 后 , 再 以 一 般 的 形式 提出 的 . 因而 我 们 考虑 任意 的 拓扑 空间 是 在 对 实 直线 作 了 简 
要 的 学 习 之 后 ; 距离 空间 仅 当 提出 一 致 性 问题 以 后 才 引 入 ， 同样, 赋 范 向 量 空间 和 
Hilbert 空间 也 只 是 在 研究 了 局 部 凸 空间 的 讨论 后 引入 , 后 者 在 现代 分 析 及 其 应 用 中 
越 来 越 重要 . 

我 们 注意 了 通过 正面 和 反面 的 例子 来 明确 一 些 定理 的 成 立 范围 . 最 后 , 为 使 大 
学 生 能 检验 他 们 对 课程 是 否 很 好 理解 以 及 训练 他 们 的 创造 才能 , 我 们 安排 了 难 易 不 
同 的 众多 练习 . 


古 斯 塔 夫 ， 肖 盖 (Gustave Choquet) 


这 一 版 仅仅 是 第 一 版 的 修订 , 并 未 增加 篇 幅 ; 甚至 还 对 无 限 乘积 的 研究 做 了 显 
著 的 减少 . 

然而 , 我 也 改正 了 一 些 错误 , 并 试图 对 一 些 含糊 的 证 明 作 了 澄清 ; 同时 , 引入 了 
一 些 旨 在 帮助 理解 推理 结构 的 新 概念 , 并 增加 了 一 些 练习 . 

如 果 这 一 版 优 于 第 一 版 , 这 主要 归功 于 我 的 大 学 及 综合 理工 学 院 的 学 生 们 , 以 
及 我 的 法 国 和 外 国 的 同事 们 , 特别 是 Bass、Piron 、Saint-Guilhem 、Ursell 等 先生 . 为 
此 , 我 十 分 感谢 他 们 . 


古 斯 塔 夫 ，。 肖 盖 (Gustave Choquet) 


C1 证 书 的 拓扑 学 大 纲 ” 


摘自 欧洲 学 生 手册 (二 级 , 第 12 和 13 点 ) 


A. 一 般 拓扑 


RR 和 RR" 的 拓扑 ; Borel-Lebesgue 定理 . 拓扑 空间 的 一 般 定义 (通过 开 集 或 闭 集 ); 
距离 空间 的 例子 . 连续 函数 . 拓扑 空间 的 积 . 

紧 空 间 ; 经 典 定 理 . 局 部 紧 空 间 . 

连通 空间 ; 连同 空间 通过 连续 映射 的 像 . 

距离 空间 (多 个 例子 ). 距离 空间 的 紧 性 判别 准则 . 一 致 连续 性 ; 紧 距 离 空 间 到 距 
离 空 间 的 连续 映射 情形 . 

完备 距离 空间 (不 考虑 完备 化 ). 逐次 通 近 法 . 

完备 赋 范 空间 上 的 可 和 族 ; 按 范 数 收敛 . 


B. 函数 空间 


距离 空间 上 的 映射 空间 的 一 致 收敛 距离 ; 紧 距 离 空间 上 的 映射 空间 情形 ; 连续 
映射 情形 . 


中 这 里 复述 的 本 文摘 自 一 份 旨 在 协调 欧洲 数学 教育 的 大 纲 ; 引 人 注目 的 是 它 比 相应 的 法 国 的 正 
式 大 纲 更 详细 , 但 所 包含 的 内 容 是 一 样 的 . 


.这 . C1 证 书 的 拓扑 学 大 纲 


赋 范 向 量 空间 ; Banach 空间 . 例 . 数值 函数 向 量 空 间 上 的 一 致 收敛 范 数 , 用 积分 
定义 的 函数 空间 上 的 各 种 范 数 . 

Stone-Weierstrass 定理 , 或 至 少 是 (多 项 式 和 逼近 的 ) Weierstrass 定理 . 

准 Hilbert 空间 : 例 . 12 空间 是 完备 的 (联系 Lebesgue 积分 ). 不 等 式 . 到 一 个 完 
备 向 量子 空间 上 的 射影 , 以 及 更 一 般 的 , 到 一 个 完备 子 集 上 的 射影 ; 射影 是 一 个 压缩 
映射 . 有 可 数 基 的 准 Hilbert 空间 ; Schmidt 正 交 化 . 应 用 : 特殊 多 项 式 序 列 , Fourier 
级 数 . 
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第 一 章 ”拓扑 空间 和 距离 空间 


引 言 


一 般 拓扑 学 形成 一 个 有 机 联系 的 理论 整体 那 还 只 是 半 个 世纪 以 来 的 事情 @; 但 
它 可 以 追溯 到 古代 , 是 人 们 思想 发 展 的 必然 结果 . 

当 和 希腊 数学 家 企图 将 数 的 概念 精确 化 的 时 候 , 极限 与 连续 的 概念 就 摆 到 了 他 们 
面前 ， 然 而 , 为 了 澄清 收 义 序列、 收敛 级 数 和 连续 函数 的 概念 ， 尚 需 等 待 Cauchy 
(1821) 和 Abel (1823) 的 著作 的 问世 . 

到 了 Riemann (1851) 的 时 代 , 框架 更 为 扩大 ; 在 Riemann 的 晋级 论文 《 论 作 为 
几何 学 基础 的 假设 》 中 , 他 拟 就 了 一 个 辉煌 的 大 纲 , 即 研究 “多 次 扩大 的 度量 的 一 般 
概念 ”; 这 里 不 仅 扩张 到 任意 维 的 流 形 , 并 且 也 包括 函数 空间 和 集合 的 空间 . 

但 是 如 果 不 具 备 对 实 直线 (Dedekind) 和 对 数值 函数 (Riemann，Weierstrass) 的 
良好 知识 , 尤其 是 缺乏 一 种 既 精 确 又 一 般 的 语言 , 一 个 这 样 的 大 纲 是 不 可 能 实现 的 . 
Cantor (1873) 创造 了 这 种 语言 , 从 而 打开 了 通 向 新 世界 的 大 门 . 

一 个 英雄 辈出 、 硕 果 累 累 的 时 代 由 此 开始 . 尽管 有 对 新 观念 持 异 议 的 数学 家 的 反 
对 , 新 发 现 却 层出不穷 , 特别 是 在 法 国 (Poincaré, Hadamard, Borel, Baire, Lebesgue) 
和 德国 (Klein, Mittag-Lefler). 人 们 由 此 迅速 地 对 曲线 的 函数 进行 了 研究 , 并 创立 了 
实现 Riemann 大 纲 第 一 步 的 泛 函 分 析 (Ascoli, Volterra, Hilbert). 


中 本 书 初稿 在 1955 年 成 形 , 第 一 版 出 版 于 1964 年 . 因此 , 现在 应 该 说 “是 一 个 世纪 以 来 的 事情 ”. 
一 一 译 者 注 


“2. 第 一 章 拓扑 空间 和 距离 空间 


然而 , 这 再 次 显示 了 需要 与 这 类 研究 相 适 应 的 某 种 语言 和 框架 . 由 Fréchet 定义 
的 距离 空间 为 研究 一 致 连 续 和 一 致 收敛 提供 了 一 种 基本 工具 . 它 对 于 研究 拓扑 结构 
来 说 , 使 用 也 很 方便 . Hausdorff 从 众多 的 公理 中 提炼 出 一 个 简单 的 公理 体系 , 这 一 体 
系 已 成 为 目前 的 一 般 拓 扑 学 的 基石 . Banach 在 赋 范 向 量 空间 的 框架 中 创造 了 一 些 其 
重要 性 不 断 增长 的 工具 , 从 而 莫 定 了 泛 函 分 析 的 基础 . 

我 们 对 一 般 拓 扑 学 的 学 习 将 从 对 实 直线 的 初等 学 习 开始 ; 一 般 拓扑 学 的 现代 研 
究 并 未 减少 这 样 做 的 重要 性 , 实 直线 上 的 定义 和 性 质 都 将 在 一 种 可 直接 推广 到 任意 
拓扑 空间 的 形式 下 陈述 ; 因此 , 在 这 个 框架 下 , 我 们 将 可 研究 大 部 分 拓扑 性 质 . 

一 个 拓扑 空间 可 以 是 一 条 曲线 、 一 张 曲 面 , 也 可 以 是 一 个 曲线 空间 、 一 个 函数 空 
间 . 因此 , 我 们 将 给 出 的 陈述 都 概括 了 一 大 类 特殊 的 陈述 , 以致 可 应 用 于 大 量 问 题 . 
不 过 , 人 们 将 只 是 逐步 地 发 现在 分 析 中 和 在 几何 中 的 形形色色 的 应 用 . 

众多 的 例子 将 被 用 来 说 明定 义 和 定 理 , 而 某 些 陈述 则 只 是 到 后 面 才 指出 它们 的 
来 由 ; 因此 , 在 学 习 一 般 拓扑 学 的 时 候 , 要 求 读者 先 相信 它 , 这 样 才能 比较 容易 地 体 
会 这 一 理论 的 内 在 的 完美 . 


I. 直线 R 上 的 拓扑 


81. 开 集 、 闭 集 、 邻 域 、 集 合 的 界 


我 们 不 准备 回顾 实数 集 及 的 定义 @. 


定义 1-1 我 们 称 取 的 子 集 4 为 开 集 , 是 指 它 是 空 集 或 者 对 任何 Ze A, 存在 
包含 7 而 又 包含 在 4 内 的 开 区 间 . 


换 句 话说 , R 中 的 开 集 是 一 些 开 区 间 的 并 . 
由 这 一 定义 几乎 立即 可 得 如 下 结果 : 


Oi1: 任意 (有 限 或 无 限 ) 个 开 集 的 并 是 开 集 ; 
O2: 任意 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 ; 
Os: 直线 及 和 空 集 g 是 开 集 . 


中 原文 在 这 里 还 有 “在 第 三 章 已 经 给 出 的 ”这 一 定语 . 这 是 因为 原 书本 来 是 《 分 析 教 程 》 的 第 五 、 
六 ,七 章 . 
实数 集 及 的 定义 可 从 自然 数 集 N 出 发 来 给 出 . 在 N 上 引入 加 法 运算 , 为 使 加 法 有 逆 运 算 , N 
就 被 扩充 为 整数 集 Z. 再 在 Z 上 引信 乘法 运算 , 为 使 乘法 有 逆 运 算 , Z 又 扩充 为 有 理 数 集 Q. 最 后 ， 
再 把 Q 扩充 , 要 求 它 满足 连续 性 公理 : 有 上 界 的 集合 必定 有 上 确 界 , 那么 Q 就 被 扩充 为 R. 
至 于 自然 数 集 N 可 用 Peano 公理 定义 : 1) N 头 @; 2) 存在 映射 S: N 一 N ( 即 nn 二 1”), 且 
mn 地 5S(m) 关 5S(n); 3) 存在 1eNNS(N); 4) N 为 满足 1), 2), 3) 的 最 小 集 . 一 一 译 者 注 


I. 直线 R 上 的 拓扑 ‘3. 


性 质 O01 可 由 下 列 事实 得 出 : 如 果 某 集合 族 的 每 个 集合 都 是 开 区 间 的 并 , 那么 它 
们 的 并 也 是 一 些 开 区 间 的 并 . 
为 了 证 明 性 质 O>, 只 需 就 两 个 开 集 4 和 B 的 交 的 情形 来 讨论 : 
由 假设 , 
4=[U4， B=]»B,, 
? J 


其 中 4 和 B; 都 是 开 区 间 . 因而 ， 


ANB= (Ua 门 (Us) =( J(4in 8;). 


2 

由 于 每 个 4 n Bi 或 是 空 集 或 是 开 区 间 , 故 An B 是 开 集 

最 后 , 性 质 Os 是 明显 的 . 

例 1l* 任何 开 区 间 是 开 集 . 2 开 区 间 (n,n+1) (其 中 ne Z) 的 并 是 开 集 

相反 , 闭 区 间 [a 可 不 是 开 集 

认为 无 限 个 开 集 的 交 总 为 开 集 是 错误 的 ， 例如 开 区 间 (-2, 了 ) On = 
1,2,…) 的 交通 化 为 单 点 集 {0}, 它 不 是 开 集 . 

定义 1-2 我 们 称 及 的 子 集 4 是 闭 集 , 是 指 它 的 补 集 0A 是 开 集 . 

从 性 质 O10，0s 的 每 一 个 出 发 立即 可 得 对 闭 集 的 对 偶 性 质 ， 陈述 如 下 , 而 它 
们 的 证 明 是 直接 可 得 的 : 


Fi: 任意 个 闭 集 的 交 是 闭 集 ; 
F2: 任意 有 限 个 闭 集 的 并 是 闭 集 ; 


例 任何 闭 区 间 [中 (其 中 a < 5b) 是 闭 集 . 事实 上 , [a,0] 的 补 集 是 两 个 开 区 间 
(一 00, a) 和 (b, 00) 的 并 , 因而 是 开 集 . 

人 人 应 该 注意 到 , 一 个 集合 可 能 非 开 非 闭 . 比如 有 理 数 集 Q. 

定义 1-3 我 们 把 任何 含有 包含 及 的 点 zx 的 开 集 的 恨 的 子 集 称 为 点 x 的 邻 域 . 

换 句 话说 , V 是 x 的 邻 域 , 是 指 V 含有 包含 z 的 开 区 间 . 

例如 , 任何 开 集 4 是 它 的 每 个 点 的 邻 域 . 反之 , 如 果 集 合 4 是 它 的 每 一 点 的 邻 
域 , 那么 4 是 开 区 间 的 并 , 从 而 是 开 集 . 

如 果 > 和 y 是 任意 两 个 不 同 的 点 , 且 > < y, 那么 存在 z 的 邻 域 VW 和 y 的 邻 域 
W, 使 得 友 疙 = %; 事实 上 , 令 z 是 x 和 vy 之 间 的 任意 点 , 则 只 需 取 


位 =(-ooz) 和 VW = (z,+o0). 


.4， 第 一 章 拓扑 空间 和 距离 空间 


了。 我们 刚才 给 出 的 “ 邻 域 ” 一 词 的 含义 似乎 有 别 于 日 常生 活 中 的 “邻近 ”的 合 
义 , 因为 对 于 我 们 来 说 , R 的 点 有 许 许多 多 邻 域 , 而 其 中 之 一 甚至 就 是 及 本 身 ， 


其 实 , 我 们 这 样 做 不 过 是 充实 了 一 个 至 今 还 不 太 精 确 的 概念 ， 因 为 今后 我 们 已 
经 可 以 说 , 点 y 属于 点 z 的 某 个 指定 的 邻 域 V, 而 这 个 邻 域 V 在 某 种 意义 下 刻画 了 
zt 和 y 的 邻近 程度 . 


集合 的 聚 点 ” 设 4 是 R 的 子 集 , R 的 点 zo 称 为 4 的 聚 点 , 是 指 zo 的 任何 邻 
域 中 , 至 少 存在 一 个 不 同 于 zo 的 4 的 点 . 


这 样 一 来 , 在 zo 的 任何 邻 域 中 存在 无 限 多 个 不 同 于 zo 的 4 的 点 . 否则 , 就 存 
在 一 个 包含 zo 的 开 区 间 (a, 5b), 它 只 含有 有 限 个 4 的 点 (zi). 这 样 也 就 存在 一 个 与 
4 至 多 只 有 公共 点 zo 的 开 区 间 (a',5) ( 取 a' 为 小 于 zo 的 最 大 的 zi, 如 果 这 样 的 zi 
不 存在 , 就 取 a 作为 a'; 类 似 地 取 ); 而 这 由 假设 是 不 可 能 的 . 


一 个 集合 的 聚 点 不 一 定 属于 这 一 集合 . 比如 点 0 是 点 zn = 1/n (n 为 大 于 
0 的 整数 ) 的 集合 的 聚 点 , 但 并 不 属于 这 一 集合 . 同样 , 点 0 和 1 是 (0,1) 的 聚 点 , 但 
也 不 属于 这 一 区 间 . 


命题 1-4 任何 闭 集 包含 其 所 有 聚 点 ， 反 之， 任何 包含 其 所 有 聚 点 的 集合 是 
闭 集 . 


设 4 为 闭 集 ; 如 果 z e [4, 那么 开 集 [A 是 x 的 邻 域 , 上 且 不 含 4 中 的 任何 点 . 
因此 , z 不 可 能 是 4 的 聚 点 . 

反之 , 如 果 4 是 使 [4 中 的 任何 点 不 是 4 的 聚 点 的 集合 , 那么 对 任何 x e [4， 
存在 不 包含 4 的 点 的 z 的 邻 域 , 从 而 此 邻 域 在 [4 中 . 因此 , [4 是 它 的 每 个 点 的 邻 
域 , 即 它 是 开 集 ; 换 句 话说 , 4 是 闭 集 . 


孤立 点 集合 4 的 孤立 点 是 指 4 中 的 不 是 4 的 聚 点 的 点 . 换 句 话说 , 这 种 4 
的 点 zx 有 邻 域 V, 使 得 ANV = {z}. 


例 设 A4= [0,1]UN; 则 4 的 孤立 点 就 是 所 有 整数 n>2. 


上 确 界 与 下 确 界 的 存在 性 ”我们 已 经 9 定义 了 所 谓 序 集 巨 的 子 集 4 的 上 确 界 @. 
这 种 上 确 界 并 非 总 是 存在 的 , 即使 4 是 B 的 有 上 界 的 子 集 . 


也 原 书 这 里 还 有 “在 第 一 章 中 ”. 一 一 译 者 注 
@ 集 合 已 称 为 序 集 是 指 妃 中 定义 了 一 个 为 其 元 素 “排序 ” 的 二 元 关系 <, 满足 : 1) vz e 万 ， 

z < zi 2) yz,y € E, (z <Yy,Yy 7) 一 (7 =Y); 3) Vr,y,z ELE, (<YyYy 2) 一 > (rT <2). 
五 的 子 集 4 的 上 确 界 ce E 是 指 c 满足 : 1) vz € A, zx < c; 2) vde E, (Vre€ hr 3d) 一 
(c < q). 此 外 , 如 果 序 集 五 还 满足 : 4) Vz,y € E, x < y, y < 至少 有 一 个 成 立 , 那么 巨 称 为 全 序 
集 . 实数 集 R 对 于 序 关系 < 为 全 序 集 . 复数 集 C 对 于 如 下 定义 的 序 关系 < 是 序 集 , 但 不 是 全 序 
集 : (a+ 记 <c+tid < (a & 0c,b & qd). 一 一 译 者 注 
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例如 , 设 忆 为 非 负 有 理 数 所 形成 的 全 序 集 , 4 为 E 中 的 满足 zz < 2 的 元 素 x 
的 子 集 . 尽管 4 显然 有 上 界 , 但 它 在 E 中 没有 上 确 界 . 

相反 , 所 给 出 的 R 的 定义 @ 不 会 导致 在 R 中 出 现 这 种 情形 . 由 于 这 一 性 质 极为 
重要 , 我 们 在 这 里 重 述 如 下 : 


R 的 基本 性 质 以 的 任何 有 上 界 (相应 地 , 有 下 界 ) 的 非 空子 集 有 上 确 界 (相应 
地 , 下 确 界 ). 


设 4 为 R 的 非 空 有 上 界 子 集 ,5 为 它 的 上 确 界 . 则 半 直 线 (oo,9] 包含 4, 且 显 
然 这 是 包含 4 的 最 小 负 向 闭 半 直 线 . 

对 于 任何 z < b, [z,9] 与 4 相交 . 因此 , 或 者 be 4, 或 者 是 4 的 聚 点 . 

特别 地 , 当 4 是 闭 集 时 , 它 包含 它 的 上 确 界 5; 于 是 点 是 4 的 最 大 元 素 . 

对 于 下 确 界 显然 也 有 类 似 性 质 . 


注 当 4 无 F 界 (相应 地 , 无 上 界 ) 时 , 我 们 有 时 称 -co (相应 地 , +o0) 为 它 的 
下 确 界 (相应 地 , 上 确 界 ). 我 们 将 在 稍 后 给 出 这 一 说 法 的 确切 含义 . 


有 界 集 我 们 称 及 的 非 空子 集 为 有 界 集 , 是 指 它 既 有 上 界 又 有 下 界 , 换 句 话说 ， 
A 包含 在 一 个 闭 区 间 [a, | 中 . 


根据 R 的 基本 性 质 , 4 有 界 的 充 要 条 件 为 它 有 上 确 界 和 下 确 界 . 如 果 ao 和 bo 
是 这 两 个 界 , 那么 闭 区 间 [oo, bo] 是 包含 4 的 最 小 闭 区 间 . 
如 果 4 是 有 界 闭 集 , 那么 ao 和 bo 属于 4, 且 分 别 是 4 的 最 小 元 素 和 最 大 元 素 . 


直径 对 于 任何 A C RR, 我 们 称 4 中 两 点 间距 离 的 上 确 界 6(A) (有 限 或 +oo) 
为 4 的 直径 . 


如 果 56(4) 有 限 , 那么 对 于 任何 ze 4, 集合 A 有 (z+6(4)) 和 (z 一 5(4)) 分 别 
为 它 的 上 界 和 下 界 , 从 而 4 有 界 . 反之 , 如 果 4 有 界 , 且 a 和 5 (a < 6) 分 别 为 它 的 
下 确 界 和 上 确 界 , 那么 4 的 直径 有 限 且 等 于 (ba). 


82. 序列 极限 . Cauchy 收敛 准则 


设 (ai) (i = 1,2,… ,n,…) 是 R 的 点 的 无 限 序列 . 我 们 说 , 这 个 序列 收敛 于 1， 
或 者 说 , ! 是 该 序列 的 极限 , 是 指 对 于 1 的 任何 邻 域 V, 除去 有 限 个 i 值 以 外 , 都 有 
ai; EV (显然 我 们 可 只 取 包 含 1 的 开 区 间 来 作为 邻 域 V). 

这 个 极限 ! 是 唯一 的 . 否则 , 令 hi 和 1s 是 R 的 两 个 不 同 的 点 , Vi 和 蕊 是 i 和 
12 的 两 个 不 相交 的 邻 域 . 如 果 除 去 有 限 个 以 外 , 对 于 任何 i 都 有 a; € Vi, 那么 只 可 能 
对 有 限 个 a;, 有 ui e WW; 因此 , 如 果 1 是 该 序列 的 极限 , /> 就 不 是 . 


@ 原 书 中 这 里 的 前 面 还 有 “第 三 章 中 ”. R 的 定义 参见 第 一 章 第 1 节 中 的 译 者 注 . 一 一 译 者 注 
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定理 2-1 任何 有 上 界 的 递增 (相应 地 , 有 下 界 的 递减 ) 序列 有 极限 . 


事实 上 , 例如 假设 给 定 的 序列 (ai) 递增 , 令 4 为 点 ai 的 集合 . 那么 这 个 集合 非 
空 且 有 上 界 , 因而 有 上 确 界 1. 但 包含 1 的 开 区 间 Y 至 少 包含 一 个 点 aio, 从 而 也 包 
含 所 有 指标 i > io 的 wi. 因此 , ! 是 该 序列 的 极限 . 


Cauchy 收 和 剑 准 则 到 目前 为 止 , 我 们 只 用 到 了 R 的 序 结构 , 下 面 我 们 将 首次 
用 到 它 的 群 结构 史 . 
所 谓 序列 (ai) 收敛 于 1, 也 就 是 说 , 对 于 任何 。 > 0, 存在 整数 n, 使 得 


(i n) = (la — ill ge). 
由 此 可 得 
(由 一 (la -ol < 2). 
这 个 不 等 式 的 引 人 注 目 之 处 在 于 它 与 1 无 关 . 我 们 即将 看 到 , 反之 , 任何 具有 这 
一 性 质 的 序列 是 收敛 的 . 确切 地 说 , 我 们 有 : 
定义 2-2 我 们 说 序列 (ai) (1,2,… ,n,…) 为 Cauchy 列 , 是 指 当 i 和 jj 趋向 
于 +oo 时 , |ai 一 Qj;| 趋向 于 0; 换 句 话说 , 对 于 任何 e > 0, 存在 整数 n, 使 得 
(i,j > n) 一 (ai 一 ojl sec). 
上 述说 法 也 等 价 于 说 : 令 h， 为 指标 i > n 的 点 ui 的 集合 , 且 设 


6(An)= sup |z—Yyl. 
TYyEAn 


那么 递减 序列 6(4;) 极限 为 0. 
定理 2-3 (Cauchy 准则 ) RR 中 的 点 的 任何 Cauchy 列 收敛 . 


证 明 我 们 已 经 知道 任何 R 中 的 点 的 收敛 列 是 Cauchy 列 ,需要 确立 的 是 逆 
命题 . 

设 (ai) 为 Cauchy 列 . 利用 上 述 记号 , 6(4。) 趋向 于 0. 又 设 a 和 Dr (an < Bn) 
为 4 的 下 确 界 和 上 确 界 . 由 于 序列 (4) 是 递减 的 (在 包含 的 意义 下 ), 故 an 的 序 
列 递增 , bn 的 序列 递减 . 

递增 序列 (an,) 有 Bi 为 上 界 , 因而 有 极限 a; 同样 , (9,) 有 极限 8. 

由 于 a 和 8 属于 所 有 区 间 [om, Bn], 故 有 


I8 二 al| < [Bn 2 Qnl, 


@ 这 里 是 指 R 上 有 加 法 运算 . 也 就 是 说 , R 关于 加 法 是 一 个 群 . 关于 群 的 定义 我 们 将 在 第 7 节 
的 注 中 提出 . 一 一 译 者 注 
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从 而 
B—-a=0 
令 
/一 aw=0. 
对 于 任何 n, 有 
le [oa Br], 且 an € An C [Qn, Br, 
从 而 


| an| < sup{l! ss Qn | 2 Bnl}. 
因此 ， 当 7 一 OO 时 ， (! = an) 一 0， 即 序列 (an) 收敛 于 L. 口 


我 们 经 常用 Cauchy 准则 来 证 明 一 个 序列 收敛 , 并 且 将 把 它 推广 到 比 实 直 线 更 
一 般 的 空间 中 去 . 


83， 有 界 闭 区 间 的 紧 性 


有 界 闭 区 间 的 最 重要 的 性 质 之 一 是 通过 Heine-Borel-Lebesgue 定理 来 表述 的 . 这 
一 定理 使 我 们 能 把 对 有 界 闭 区 间 的 开 和 覆盖 的 研究 转化 为 对 它 的 有 限 子 覆盖 的 研究 . 
由 这 一 定理 立即 可 得 另 一 条 以 Bolzano-Weirstrass 定理 著称 的 性 质 . 


定义 3-1 直线 上 的 集合 4 的 所 有 由 民 的 开 集 组 成 的 覆盖 称 为 A 的 开 覆 盖 


定理 3-2 (Heine-Borel-Lebesgue 定理 ) 有 界 闭 区 间 [o， 中 的 任何 开 履 盖 必 
有 有 限 子 履 盖 . 


更 明确 地 说 , 对 于 RR 的 任何 使 
[a,b] C Uu 


i€I 
的 开 集 族 (wi)ier, 存在 有 限 子 集 J c 了 使 得 
[a, ol C U Wi. 


iEJ 
证 明 设 (wi)ier 为 覆盖 [a,4] 的 开 集 族 , 这 里 认为 a < b, 因为 当 a = 时 , 定理 
是 显然 的 . 
令 4 为 [a,9] 中 有 下 列 性 质 的 x 的 全 体 : 区 间 [a, z] 可 被 有 限 个 开 集 ww 所 覆盖 . 
于 是 定理 的 证 明 转 化 为 求证 be 4. 而 4 是 非 空 的 , 因为 它 包含 a, 同时 它 又 有 上 界 
b. 这 样 它 就 具有 属于 [a,0| 的 上 确 界 m. 
对 于 m 来 说 , 存在 io el 使 得 mm ewis; 而 ws 是 m 的 邻 域 , 上 且 在 这 一 邻 域 中 ， 
在 mm 的 左边 存在 4 的 点 z, 使 得 [z,m] C wi。. 对 于 这 样 的 z, [a,z] 具有 有 限 个 ww 
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的 覆盖 , 从 而 [a,m] = [a, x] U [x,m] 也 有 这 样 的 覆盖 , 但 是 任何 覆盖 [a,m] 的 有 限 个 
wi 的 子 族 也 覆盖 某 一 区 间 [am/, 其 中 m' > m. 这 与 m 是 4 的 上 确 界 的 事实 仅 当 
m 二 b 时 才 相 容 . 口 


人 人、 从 现在 起 , 特别 要 注意 定理 3-2 的 陈述 不 能 推广 到 无 界 区 间 和 非 闭 有 界 区 
间 的 情形 . 例如 , 开 集 列 (5 2) (其 中 n> 2) 覆盖 了 半 开 区 间 (0,1], 但 是 这 一 开 集 
列 的 任何 有 限 子 列 都 没有 间 样 的 性 质 . 


定理 3-3 (Bolzano-Weierstrass 定理 ) 对 于 任何 有 界 闭 区 间 [a,], [a, 9] 的 任 
何 无 限 子 集 针 在 [a,9] 中 有 聚 点 . 


等 价 陈述 [a,0| 的 任何 在 [a, 0 上 没有 聚 点 的 子 集 是 有 限 集 . 


证 明 如 果 [a,9] 中 的 任何 点 z 都 不 是 X 的 聚 点 , 那么 任何 z 都 具有 开 邻 域 
WV, 其 中 至 多 包含 X 的 一 个 点 , 即 x 本 身 . 这 些 Vi 构成 [中 的 开 覆 盖 ; 由 上 述 定 
理 , 存在 有 限 个 VV, 例如 Vi (i = 1,2,… ,n), 覆盖 [oa 加. 因此 , X 至 多 包含 ”个 点 
Ti (i= 1,2,...,n). 口 


这 里 再 次 要 注意 , 定理 3-3 的 陈述 既 不 能 推广 到 有 界 非 闭 区 间 , 也 不 能 推广 
到 无 界 区 间 . 例如 半 开 区 间 (0,1] 中 的 点 1/n 构成 的 无 限 序 列 在 (0,1] 中 没有 聚 点 . 
事实 上 , 它 在 R 上 的 聚 点 为 点 0, 而 0 不 属于 (0, 1]. 


我 们 现在 不 准备 对 直线 上 的 拓扑 做 更 深入 的 研究 . 事实 上 , 直线 上 的 许多 拓扑 
性 质 对 于 比 直线 远 为 一 般 的 空间 也 是 成 立 的 . 因此 , 把 它们 引进 分 析 , 并 非 是 人 为 的 ， 
而 是 对 于 证 明和 发 现 许多 性 质 来 说 必 不 可 少 的 . 

我 们 同样 只 打算 给 出 与 Euclid@ 空 间 拓扑 有 关 的 若干 定义 , 然后 着 手 研究 一 般 
拓扑 空间 . 在 进行 后 一 研究 时 , 思想 上 经 常 呈 现 较为 具体 的 由 实 直线 了 及、 空间 有" 以 
及 它们 的 子 集 所 构成 的 特殊 情形 , 将 是 十 分 有 益 的 . 然后 , 距离 空间 将 是 男 一 个 相当 
直观 的 实体 , 从 中 我 们 将 吸取 一 些 正 、 反 例子 . 


84. 空间 R” 的 拓扑 

我 们 知道 , 空间 R" 是 个 恒 同 于 RR 的 空间 的 积 , 因而 , 它 是 ”个 实数 的 有 序 序 
列 (zt 722,… ,zn) 的 集合 . 但 是 在 此 之 前 , 我 们 仅 在 这 个 积 集合 中 引入 代数 结构 (向 
量 空间 ). 现在 我 们 将 在 其 上 赋 以 一 种 拓扑 结构 . 

定义 41 设 wi(i=1,2,…,n) 为 恨 中 的 开 区 间 (Qi,bi) 或 空 集 ,在 Rm 中， 
我 们 称 有 R" 的 子 集 wi x w2 Xx… X wn 为 边 是 wi 的 开 方 块 ( 当 边 之 一 是 空 集 时 , 它 是 


Euclid 即 《 几何 原本 》 的 作者 、 上 古 希 腊 数 学 家 欧 几 里 得 (Euclid of Alexandria, 约 公 元 前 325 一 
公元 前 265). 在 原 书 和 法 文 文献 中 , Euclid 通常 拼写 为 Buclide. 一 一 译 者 注 
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空 集 ). 如 果 它 非 空 , 它 的 中 心 是 坐标 为 mi = (ai 十 b)/2 的 点 . 


边 是 (w) 和 (wi) 的 两 个 开 方块 的 交 为 边 是 (wi nN w!) 的 开 方 块 . 
” 通过 用 闭 区 间 代 替 开 区 间 wi, 我 们 可 类 似 地 定义 闭 方块 . 


定义 4-2 我 们 称 任何 开 方块 的 并 为 Rn" 的 开 集 . 


这 样 , 我 们 说 R" 的 子 集 4 是 开 集 , 等 价 的 说 法 是 : 对 于 任何 z € 4, 存在 含有 
Z 而 又 包含 于 4 中 的 开 方 块 (有 必要 时 , 可 以 使 这 个 方块 以 z 为 中 心 ). 


例 R” 的 任何 开 方块 是 R" 的 开 集 . 相反 , R? 的 直线 不 是 R? 的 开 集 . 


可 以 验证 , R” 的 开 集 满足 第 1 节 的 性 质 O01, 02, Os (在 0s 中, 将 RR 换 为 R"). 
O1, Os 立即 可 得 . 我 们 证 明 O，. 
如 果 4 和 4' 是 两 个 开 集 , 那么 有 
A= Un 和 4'= (jy»;, 
i€I JEI 
其 中 p; 和 p; 是 开 方块 . 
于 是 
4n4= UY inp). 
(i,I)EIXJ 
而 pi Np; 是 开 方 块 , 因此 , An 4' 是 开 集 . 
用 递 推 法 可 将 这 一 结果 推广 到 任何 有 限 个 开 集 的 交 . 


闭 集 、 邻 域 、 聚 点 等 ”在 R" 中 , 我 们 说 某 集合 是 闭 集 , 是 指 它 的 补 集 是 开 集 ; 我 
们 说 集合 V 是 点 z 的 邻 域 , 是 指 它 包含 一 个 含 z 的 开 集 ; 我 们 说 点 z 是 集合 4 的 
聚 点 , 是 指 在 z 的 任何 邻 域 中 , 至 少 存在 一 个 不 同 于 z 的 4 的 点 . 

我 们 可 以 在 这 里 详尽 研究 这 些 定义 的 推论 , 就 像 我 们 对 RR 所 做 过 的 那样 . 但 是 
从 现在 起 , 在 一 个 更 为 一 般 的 框架 中 来 进行 这 些 研究 , 将 是 更 有 教 益 的 . 尽管 如 此 ， 
头脑 里 经 常 呈现 较为 具体 的 由 直线 恨 、 空间 R" 及 其 子 集 所 构成 的 特殊 情形 , 将 总 
是 有 好 处 的 . 


II. 拓扑 空间 


在 我 们 刚才 所 做 的 对 及 和 R” 的 初步 研究 中 , 几乎 所 有 的 概念 都 可 以 从 开 集 出 
发 来 定义 , 并 且 大 部 分 性 质 也 都 可 以 只 利用 开 集 的 性 质 01, O*, Os 来 得 到 . 由 此 就 
产生 了 在 开 集 的 概念 上 建立 拓扑 学 的 思想 . 我 们 将 试图 用 开 集 来 表达 诸如 极限 、 连 
续 等 所 有 经 典 的 拓扑 概念 , 并 且 从 对 这 些 开 集 的 集合 所 作 的 一 些 简单 的 假设 出 发 , 来 
重新 得 到 尽 可 能 多 的 经 典 定理 . 
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85. 开 集 、 闭 集 、 邻 域 


定义 5-1 设 马 为 一 集合 , CO 是 由 被 称 作 开 集 的 巨 的 子 集 所 组 成 的 集合 , 并 且 
满足 : 

O1: 任意 (有 限 或 无 限 ) 个 开 集 的 并 是 开 集 ; 

O2: 任意 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 ; 

Os: 集合 巨 和 空 集 Cg 是 开 集 . 


那么 我 们 称 二 元 组 (EB, 6) 为 拓扑 空间 . 


我 们 也 说 忆 的 子 集 的 集合 6 在 EB 上 定义 了 一 个 拓扑 . 

在 任何 集合 EE 上, 我 们 都 可 定义 多 种 拓扑 , 除非 如 至 多 只 包含 一 个 点 . 在 这 些 
拓扑 中 有 一 个 是 离散 拓扑 , 对 于 这 种 拓扑 , 6 是 EE 的 所 有 子 集 的 集合 . 这 是 BB 上 包 
含 尽 可 能 多 的 开 集 的 拓扑 . 

另 一 种 拓扑 是 粗 拓扑 . 对 于 这 种 拓扑 , 6 只 有 两 个 元 素 : 和 E. 这 是 五 上 的 包 
含 尽 可 能 少 的 开 集 的 拓扑 . 

但 是 一 般 说 来 , 有 意义 的 拓扑 既 不 是 离散 拓扑 , 也 不 是 粗 拓扑 . 

我 们 将 注意 到 , 性 质 01, 0>, Os 就 是 我 们 在 研究 直线 上 的 拓扑 时 曾经 明确 过 的 . 
值得 注意 的 是 , 它们 对 于 得 到 非常 丰富 的 结果 来 说 已 经 足够 . 我 们 仅 当 研究 分 离 拓 
扑 空 间 和 紧 空 间 时 , 再 来 对 它 进 行 补 充 . 

例 ”全 序 集 上 的 拓扑 设 是 任意 的 全 序 集 . 我 们 称 EE 的 开 区 间 的 任意 并 为 
妃 的 开 集 . 换 句 话说 , 4 是 EB 的 开 集 , 是 指 4 是 空 集 或 者 对 任何 ze 4, 存在 含 zx 而 
又 包含 在 4 内 的 开 区 间 . 

这 一 定义 显然 只 是 重复 了 在 第 1 节 的 及 的 情形 中 用 过 的 处 理 方法 . 

容易 验证 , 性 质 O01, 0。, 0s 都 是 满足 的 . 

在 已 上 这 样 定义 的 拓扑 也 称 为 序 拓扑 . 


特殊 情形 设 屎 为 如 下 定义 的 全 序 集 : 

及 由 及 的 点 再 加 上 两 个 记号 为 -oo 和 +oo 的 补充 点 所 组 成 . 在 及 中 , 我 们 说 
rz < y, 是 指 或 者 z,y e R, 且 (y - z) 非 负 , 或 者 z = -oo, 或 者 y = +oo. 

容易 验证 , 这 一 关系 就 定义 了 月 上 的 一 个 全 序 , 且 -oo 是 它 的 最 小 元 素 , +oo 
是 它 的 最 大 元 素 . 

赋 有 这 个 序 并 联系 上 述 拓扑 的 月 称 为 扩充 直线 . 


定义 5-2 我 们 称 巨 的 子 集 4 为 闭 集 , 是 指 它 的 补 集 64 是 开 集 . 


正如 与 直线 的 情形 一 样 , 由 性 质 01, 0。, 0 通过 对 偶 性 立即 可 得 与 前 者 等 价 
的 、 与 B 的 闭 集 有 关 的 三 条 性 质 Fl, Fa, Fs: 
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Fi: 任意 (有 限 或 无 限 ) 个 闭 集 的 交 是 闭 集 ; 
F2: 任意 有 限 个 闭 集 的 并 是 闭 集 ; 
Fs: 空间 EB 和 空 集 Cg 是 闭 集 . 


例如 , 对 于 EB 的 离散 拓扑 , 的 所 有 子 集 都 同时 是 开 集 和 闭 集 ; 对 于 已 的 粗 拓 
扑 , 仅 有 的 闭 集 是 g 和 E. 如 果 互 是 全 序 集 , 任何 EE 的 闭 区 间 对 于 序 拓扑 是 瓦 的 
闭 集 . 

定义 5-3 ( 邻 域 ) 我 们 称 忆 的 点 z 的 邻 域 , 是 指 任何 包含 含 z 的 开 集 的 马 的 
子 集 . 
通常 我 们 用 Y(z) 表示 z 的 邻 域 V 的 集合 . 
我 们 称 妃 的 子 集 4 的 邻 域 , 是 指 任何 包含 含 4 的 开 集 的 妃 的 子 集 . 


开 集 的 特征 ”由 上 述 定义 可 得 , 开 集 是 它 的 每 一 点 的 邻 域 . 反之 , 如 果 和 集合 4 是 
它 的 每 一 点 的 邻 域 , 那么 它 是 开 集 . 事实 上 , 对 于 任何 z e 4, 存在 含 z 的 开 集 we， 
且 它 包含 于 4 中 . 因此 , 我 们 有 
A= U Wy. 
EA 


这 是 个 开 集 的 并 , 从 而 是 开 集 . 


结论 由 此 可 见 , 只 要 对 所 有 z 知道 z 的 邻 域 , 空间 的 开 集 也 就 都 已 知 . 换 名 
话说 , 在 同一 个 集合 上 , 两 种 有 同样 邻 域 的 拓扑 是 恒 同 的 . 
下 面 是 邻 域 的 某 些 基本 性 质 , 有 时 它们 被 当 作 定义 拓扑 空间 的 出 发 点 . 


Vi: z 的 任何 邻 域 含 x, 且 任 何 x 至 少 有 一 个 邻 域 ; 

V2: 任何 包含 z 的 邻 域 的 集合 是 z 的 邻 域 ; 

Va: z 的 两 个 邻 域 的 交 是 z 的 邻 域 ; 

Va: 如 果 V 是 z 的 邻 域 , 那么 存在 x 的 子 邻 域 W ( 即 W cV), 使 得 V 是 W 
的 每 一 点 的 邻 域 . 


头 两 条 性 质 是 直接 的 . 第 三 条 性 质 由 两 个 开 集 的 交 是 开 集 可 得 . 

第 四 条 性 质 最 为 隐蔽 ; 它 表 达 了 下 列 模糊 的 观念 : 与 相当 邻近 于 z 的 点 相当 邻 
近 的 所 有 点 也 在 z 的 邻近 . 由 假设 , 存在 开 集 w, 使 得 zew, 且 weV. 但 w 是 它 的 
每 一 个 点 的 邻 域 , 故 V 是 w 的 每 一 个 点 的 邻 域 . 因此 , 只 需 取 W = w. 


点 的 邻 域 基 为 了 了 解 Y(z), 只 需 了 解 W(x) 中 足够 多 的 元 素 . 
定义 5-4 我 们 说 Y(z) 的 子 集 罗 构成 Y(z) 的 基 , 是 指 任何 VE Y(z) 包含 
一 个 元 素 We 络 . 


知道 了 多 以 后 ,Y(z) 的 元 素 了 就 可 作为 包含 多 的 元 素 W 的 任意 集合 来 
得 到 . 
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例 1° 如 果 巨 是 任意 空间 , 对 于 任何 x € E, 含 x 的 开 集 就 构成 (zx) 的 基 . 

2° 如 果 互 是 实 直线 及 (相应 地 , R"), 任何 EB 的 点 z 具有 一 个 以 z 为 中 心 、 半 
长 为 1/n (n > 0 为 整数 ) 的 开 区 间 (相应 地 , 开 方块 ) 所 构成 的 邻 域 基 . 因此 , 任何 
的 点 z 具有 可 数 邻 域 基 @. 


定义 5-5 (拓扑 空间 的 开 集 基 ) ”我们 把 满足 下 列 两 个 等 价 条 件 的 媚 的 开 集 类 
(wi) 称 为 拓扑 空间 马 的 开 集 基 : 

1) 任何 z € EB 有 由 wi 的 子 族 构成 的 邻 域 基 ; 

2) 任何 轧 的 开 集 是 wi 的 子 族 的 并 . 

这 两 条 性 质 的 等 价 性 直接 由 定义 可 得 . 


例 5-6 实 直线 RR 具有 有 理 端点 的 开 区 间 构 成 的 可 数 开 集 基 . 
事实 上 , R 的 每 一 点 有 一 个 由 这 样 的 区 间 构 成 的 邻 域 基 . 


8§6， 闭 包 、 内部、 边界 


定义 6-1 (附着 点 、 聚 点 、 孤 立 点 ) 设 4 为 马 的 子 集 ,z ee 一 

我 们 称 z 是 4 的 附着 点 , 是 指 z 的 任何 邻 域 包含 4 的 点 . 

我 们 称 x 是 4 的 聚 点 , 是 指 z 的 任何 邻 域 包含 4 的 不 同 于 z 的 点 . 

我 们 称 z 是 4 的 孤立 点 , 是 指 它 属于 4, 但 不 是 4 的 聚 点 , 换 句 话说 , 存在 zz 
的 一 个 领域 , 其 中 除 x 外 不 含 4 中 的 其 他 点 . 

这 样 , z 是 4 的 附着 点 就 等 价 于 : 或 者 xz 是 4 的 聚 点 , 或 者 z 是 4 的 孤立 点 . 

我 们 称 E 中 的 4 的 附着 点 全 体 为 4 的 附着 集 . 

例如 , 在 及 中 , Q 的 附着 集 就 是 R 自己 ; 端点 不 同 的 区 间 (ob 的 附着 集 为 [a, 0]; 
点 1/n (n = 1,2,…) 的 集合 的 附着 集 是 这 个 集合 再 加 上 点 0. 

集合 的 闭 包 ”对 于 任何 4 cE 存在 一 些 包含 4 的 闭 集 (例如 已 本 身 ). 根据 性 
质 Fl, 它们 的 交 仍 然 是 包含 4 的 闭 集 , 并 且 这 是 其 中 最 小 的 一 个 . 由 此 有 下 列 定义 : 


定义 6-2 我 们 把 马 中 包含 4 的 最 小 闭 集 称 为 4 的 闭 包 , 记 为 A. 

命题 6-3 ”对 于 任何 集合 4, 4 的 附着 集 和 闭 包 恒 同 . 

事实 上 , 如 果 4 是 空间 五 的 子 集 , x 表示 的 任意 点 , 那么 性 质 : 
(z# 4) 和 (z 不 是 4 的 附着 点 ) 


都 能 解释 为 存在 x 的 开 邻 域 w 不 与 4 相交 . 


@ 与 自然 数 可 一 一 对 应 的 集合 称 为 可 数 集 ， 有理数 集 和 代数 数 集 都 是 可 数 集 . 这 里 指 邻 域 基 是 
一 个 可 数 集 . 一 一 译 者 注 
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推论 1° 关系 式 A = 有 刻画 了 闭 集 的 特征 ; 2。 4 为 闭 集 的 充 要 条 件 为 它 含有 
它 的 所 有 聚 点 . 

证 明 1° 如 果 4 是 闭 集 , 那么 它 显然 等 于 它 的 闭 包 . 反之 , 由 A = 也 可 得 4 是 
闭 集 , 因为 任何 闭 包 由 定义 就 是 闭 集 . 

这 里 可 注意 到 , 对 于 任何 4 有 (可 = 艺 

2° 设 4' 是 4 的 聚 点 集 . 根据 附着 集 的 定义 , 我 们 有 亏 = 4U 4'， 因 此 , 说 
4=4 等 于 说 4=4U4' 或 4 C 4. 口 

集合 的 内 部 ” 闭 包 的 “对 偶 ” 概念 @ 是 内 部 的 概念 . 

定义 6-4 我 们 把 所 有 包含 在 巨 的 子 集 4 内 的 开 集 的 并 (可 能 是 空 集 ) 称 为 4 
的 内 部 . 因此 , 这 是 包含 在 4 内 的 最 大 开 集 ; 记 为 4. 

直接 可 得 , 关系 式 4 =4 刻画 了 开 集 的 特征 . 

拓扑 运算 4, 志 及 初等 运算 的 关系 

1。 闭 包 和 内 部 之 间 的 对 偶 性 : 

1) 


C A= TA 
事实 上 , 由 定义 
4= (UJ Li 
iET 
这 里 (wi)ier 表示 所 有 包含 在 4 内 的 开 集 的 族 . 因此 ， 
[ A= (bw 二 门 wz 
i€I i€I 


其 中 (eoi)icr 表示 包含 [4 的 闭 集 族 , 从 而 [ 4 是 [4 的 闭 包 . 
2) 
CA =E 4. 
这 个 公式 由 在 上 述 公 式 内 用 [4 代替 4 而 推 得 . 
中 原 书 这 里 还 有 “在 第 一 章 的 公式 12-2 的 意义 下 ”. 这 是 指 De Morgan 公式 : 
C (U 4] = 门 04;. 


所 谓 “ 对 偶 ” 概念 是 指 从 子 集 类 来 看 是 “ 相 补 ”概念 . 例如 开 集 类 的 对 偶 概 念 是 闭 集 类 . 
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2° 闭 包 的 性 质 : 
1)8= 8%; 2) 4 C 4; 
3)A=A: 4)AUB=AUE. 
前 两 个 关系 式 是 直接 可 得 的 ; 第 三 个 结果 由 任何 闭 集 的 闭 包 和 恒 同 于 自己 而 得 到 . 
为 了 证 明 第 四 个 关系 式 , 首先 注意 到 
(XCcY)=> (XCcY) => (KcY); 


由 此 导 得 A, c AUB, 从 而 
AUBCAUB. 
反之 , AUB 是 包含 4 和 B 的 闭 集 , 因而 也 是 包含 AU B 的 闭 集 , 故 
AUBCcCAUB. 
这 一 重要 关系 式 显 然 可 以 推广 到 任何 有 限 并 的 情形 . 然而 , 它 不 能 推广 到 无 限 
并 的 情形 , 因为 闭 集 的 任意 并 并 非 总 是 闭 集 . 
对 于 交 不 再 有 类 似 的 关系 式 , 即使 对 有 限 交 也 如 此 . 例如 , 设 EE 为 直线 及 , 4 和 
B 分 别 表示 有 理 数 集 和 无 理 数 集 , 则 有 亏 m 互 = RRR, 而 4nB = gg. 我 们 只 能 有 包含 
关系 ANBcANB. 
同样 , 对 于 的 任何 子 集 族 (4;), 我 们 有 包含 关系 : 


UAi; C (UA;) 和 (NA;) C NAi. 
3 内 部 的 性 质 它们 是 闭 包 的 性 质 的 对 侦 : 


1) E= E; 2) Ac 4; 


3) 4=4; 4) (4NB)=4nB. 

定义 6-5 (集合 的 边界 ) 万 的 子 集 4 的 边界 A* 是 所 有 这 样 的 点 的 集合 : z 的 
任何 令 域 VV 至 少 含 4 中 的 一 点 和 [Ah 中 的 一 点 . 

因而 有 

A* = ANCA. 

在 这 一 公式 上 我 们 看 到 : 任何 集合 的 边界 是 闭 集 , 两 个 互补 的 集合 有 相同 的 边 
界 . 

命题 6-6 对 于 万 的 任何 子 集 4, 有 有 A= 不 AQ. 


@ 原 书 中 用 “ ”来 表示 一 个 集合 中 去 掉 另 一 个 集合 的 元 素 的 差 集运 算 (setminus), 这 一 记号 现 
在 不 太 通用 . 我 们 用 现在 常用 的 记号 从” 来 取代 它 . 一 一 译 者 注 
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事实 上 , 我 们 有 关系 式 : 
A*=ANE5A 和 E54=CA4， 故 A* = 有 ANC44， 


而 这 恰好 就 是 所 求 的 关系 式 . 
推论 。 对 于 万 的 任何 闭 集 4, 有 以 下 等 价 关 系 : 


(4=4*) $$ (A= go) © (A= 5). 


例 在 了 中 ,Q 的 边界 是 RR; 而 RR 本身 的 边界 倒是 空 集 ; (0,1) 或 [0,1] 的 边界 
是 集合 {0,1}. 


处 处 稠密 集 、 稠 集 和 无 处 稠密 集 在 实 直 线 上 , 任何 开 和 集中 有 有 理 数 . 
相反 , R 的 任何 非 空 开 集 包含 不 含 任何 整数 的 非 空子 开 集 . 为 了 使 由 Q 和 也 在 
及 上 的 分 布 之 间 的 区 别 所 引起 的 模糊 概念 明确 化 , 我 们 引入 以 下 定义 : 


定义 6-7 设 4 为 空间 万 的 子 集 . 

我 们 说 4 在 五 中 处 处 稠密 、 笛 或 无 处 稠密 ， 分别 是 指 : 

A = ;A 有 非 空 内 部 ; 4 的 内 部 为 空 集 . 

例如 , 在 及 中 , 集合 Q 处 处 稠密 ; 集合 Q n [0, 1] 稠 ; 集合 Z 无 处 稠密 ; 同样 , 数 
1/n 的 集合 (其 中 n = 1,2,…) 也 是 无 处 稠密 集 . 

注意 , 有 些 数学 家 所 用 的 术语 “ 稠 ” 是 指 这 里 的 “处 处 稠密 ”. 


直接 的 性 质 (由 命题 6-6 的 推论 可 得 ) 

1° 如 果 4 在 巨 上 处 处 稠密 , 上 且 A c B cE, 那么 B 也 在 上 处 处 稠密 . 

2° (4 处 处 稠密 ) 今 (已 的 任何 非 空 开 集 与 4 相交 ). 

3° (4 无 处 稠密 ) 人 驴 (4 无 处 稠密 ) 今 (C4 处 处 稠密 ) 今 (5 的 任何 非 空 开 集 包 含 
与 4 不 相交 的 非 空子 开 集 )， 

4° 如 果 4 与 互 在 互 上 无 处 稠密 , 那么 集 4 UB 也 在 上 无 处 稠密 . 


最 后 一 条 性 质 可 推广 到 任意 有 限 并 情形 , 但 不 能 推广 到 无 限 并 (考虑 R 上 的 集 
合 Q). 
如 果 4 无 处 稠密 , 那么 C4 处 处 稠密 . 但 完全 可 能 4 和 [4 都 处 处 稠密 ; 了 及 
的 子 集 Q 及 其 补 集 就 是 这 种 情形 . 
同一 个 例子 也 说 明 , 4 和 B 在 其 交 4B 为 空 集 时 , 仍然 可 以 都 是 五 的 处 处 稠 
密集 . 


命题 6-8 任何 有 可 数 开 集 基 的 空间 是 可 分 的 (其 意义 为 互 包含 可 数 处 处 稠密 
子 集 )， 
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事实 上 , 设 (w) 为 给 定 的 基 , 且 对 于 任何 w 有 wh 关 2; zn 为 wn 的 点 . 则 zn 
的 集合 X 在 互 上 是 处 处 稠密 的 , 因为 如 果 w 是 EE 的 任意 非 空 开 集 , 那么 w 是 某 些 
非 空 w 的 并 , 从 而 含 对 应 的 zw; 换 句 话说 , (X Nw) 不 是 空 集 . 


87. 连续 函数 . 同 胚 


为 了 能 够 谈论 集合 X 到 集合 Y 的 映射 的 连续 性 , 需要 在 X 和 Y 上 定义 邻近 
点 的 概念 , 即 X 和 Y 必须 是 拓扑 空间 . 
对 单 变量 数值 函数 连续 性 的 经 典 定 义 进行 分 析 可 导致 下 列 定义 : 


定义 7-1 (点 上 的 连续 性 ) 我 们 称 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 了 的 映射 f 在 久 
的 点 zo 上 连续 , 是 指 对 于 f(zxo) 的 任何 邻 域 V, 存在 zo 的 邻 域 0, 使 得 它 通过 了 的 
像 在 V 中 , 即 f(v) CT 


这 个 定义 可 用 逻辑 记号 写成 : 
(f 在 zo 上 连续 ) 和 (YY e¥(f(zo0)))(30,v eyY(zo)) : (Fo CV). 


显然 , 我 们 可 要 求 V 和 v 分 别 在 f(zo) 和 zo 的 给 定 的 邻 域 基 内 , 而 仍 得 到 等 
价 定义 . 

下 面 是 f 在 zo 上 连续 的 另 一 种 方便 的 叙述 方式 : 对 于 f(zo) 的 任何 邻 域 V， 
FI(V)@ 是 zo 的 邻 域 . 事实 上 , 设 V 是 f(zo) 的 邻 域 ; 如 果 w 是 zo 的 满足 f(v) CV 
的 邻 域 , 那么 有 v C f-1(V),f-!(V) 包含 zo 的 一 个 邻 域 , 从 而 也 是 zo 的 邻 域 ; 反 
之 , 如 果 广 !(V) 是 zo 的 邻 域 , 置 v = f-!1(V), 就 有 f(v) Cc V. 这 里 我 们 仍然 可 要 
求 V 属于 f(zo) 的 给 定 的 邻 域 基 . 

例 1° 如 果 f 是 X 到 Y 的 常 值 映射 , 那么 对 于 f(zo) 的 任何 邻 域 V, 有 
f-!:(V) =X; 因此 , 任何 X 到 Y 的 常 值 映 射 在 X 的 所 有 点 上 连续 . 

2° XX 到 X 的 恒 等 映射 z 一 z 在 X 的 所 有 点 上 连续 . 

定义 7-2 (整个 空间 上 的 连续 性 ) 我 们 说 大 到 了 的 映射 在 久 上 或 在 X 内 
连续 , 是 指 它 在 叉 的 所 有 点 上 都 连续 . 

定理 7-3 在 和 上 的 连续 性 等 价 于 对 于 了 的 所 有 开 集 万 , 广 !(B) 是 三 的 
开 集 . 

事实 上 , 假设 f 在 X 上 连续 ; 如 果 B 是 Y 中 的 开 集 , 由 于 B 是 它 的 每 一 点 的 
邻 域 , 故 B 的 逆 像 也 是 B 的 逆 像 的 每 一 点 的 邻 域 , 因而 也 是 开 集 . 


@ 集 合 f-1(V) 定义 为 : {ze 和 :jz) eVjl. 如 果 把 f-1 理解 为 了 到 X 的 映射 , 那么 它 一 般 不 
是 单 值 的 , 而 是 多 值 的 , 或 者 说 是 “ 集 值 映射 ”. 一 一 译 者 注 
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反之 , 假设 1(B) 对 于 任何 Y 中 的 开 集 B 是 开 集 ; 那么 对 于 任何 zo 和 f(zxo) 
的 邻 域 V, f-1(V) 是 包含 zo 的 开 集 , 从 而 f-1(V) 更 是 zo 的 邻 域 . 因此 f 在 XX 的 
所 有 点 上 连续 . 


定理 7-4 /在 和 X 上 连续 等 价 于 对 于 Y 的 任何 闭 集 B, f-1(B) 是 X 的 闭 集 . 
这 一 定理 可 通过 应 用 关系 式 


f° (CB)= C77"(B) 


而 由 上 一 定理 导 得 . 
推论 如 果 了 是 义 到 民 的 连续 映射 ,那么 义 中 使 f(z) = 0 的 集合 身 是 闭 集 . 


对 于 形 为 f(z) > 0, f(x) < 0, f(z) > 0, f(z) < 0 的 关系 式 的 解 , 我 们 将 有 类 似 
的 陈述 . 

特别 地 , 如 果 f 是 n 个 变量 的 实 系数 多 项 式 , 那么 这 一 推论 指出 , f(z) = 0 的 
解 所 形成 的 实 代 数 流 形 是 R" 的 闭 集 ; 对 于 n 个 复 变 量 的 多 项 式 , 在 C" 中 有 同样 的 
结果 . 


必须 注意 的 是 , 在 定理 7-3 和 7-4 中 陈述 f 的 连续 性 的 两 条 特征 都 是 利用 

了 f 的 逆 像 , 而 不 是 f 的 直接 像 . 

事实 上 , X 的 开 集 通过 连续 映射 后 的 像 仅 在 很 特殊 的 情况 下 才 是 Y 的 开 集 . 例 
如 , 及 到 RR 的 常 值 映 射 z 一 0 把 XX 的 任何 非 空 开 集 都 不 变 成 开 集 . 

同样 , X 的 闭 集 通过 连续 映射 后 的 像 也 可 以 不 是 Y 的 闭 集 . 例如 , 及 到 R 的 映 
射 z 一 1/(z? 十 1) 把 闭 集 及 变 为 及 中 的 非 闭 集 (0,1]. 

现在 这 里 有 一 条 用 直接 像 来 表达 的 f 的 连续 性 的 特征 : 

定理 7-5 XX 到 YY 的 映射 了 连续 等 价 于 对 于 任何 集合 4C X, 有 f(A) c f(A4). 

事实 上 , 如 果 f 连续 , 关系 式 A c f-1(f(4)) cf-1(F(4)) 导出 Ac f-1(F(4))， 
从 而 (4) c f(A4). 

反之 , 如 果 这 一 关系 式 对 于 任何 4 c X 成 立 , 我 们 指出 集合 4 = f-1(B) 对 于 
Y 的 任何 闭 集 B 都 是 闭 集 , 从 而 也 就 证 明了 f 连续 : 

我 们 有 f(4) c f(4) c= B, 从 而 Acf-1(B) = 4. 因此 , A = 4; 换 句 话说 ， 
4 是 闭 集 . 

连续 映射 的 传递 性 ” 设 X,Y, 2 为 三 个 拓扑 空间 , f 为 X 到 Y 的 映射 ,g 为 Y 
到 2 的 映射 ,六 = go 

又 设 zoe X; 置 yo = jzo),zo=g(yo)=9(F(zo)) = NMzo)， 

命题 7-6 如 果 f 在 zo 上 连续 , 9 在 yo 上 连续 , 那么 复合 映射 hh 二 gof 也 在 
Zo 上 连续 . 
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事实 上 , 设 V 为 wo 的 任意 邻 域 . 由 9 在 yo 上 连续 可 推 得 9 一 (Y) 是 yo 的 邻 域 
于 是 由 f 在 zo 上 连续 又 可 推 得 广 : (g-!(V)) = AI(Y) 是 zo 的 邻 域 . 
特别 地 , 如 果 f 在 X 上 连续 , 9 在 Y 上 连续 , 那么 h = gof 也 在 XX 上 连续 . 


例 及 到 以 的 上 映射， 一 |uv| 连续; 因此 , 对 于 任何 XX 到 RR 上 的 连续 映射 f, 由 
z 一 |f(z)| 定义 的 X 到 RR 的 映射 |f| 也 连续 . 


同 胚 ”如 果 存 在 X 到 Y 的 双 射 f, 使 得 X 和 了 的 开 集 互 换 , 即 对 于 X 的 任 
何 开 集 4, f(4) 为 了 的 开 集 , 而 对 于 Y 的 任意 开 集 B, f-1(B) 为 X 的 开 集 , 那么 
我 们 自然 说 , 这 两 个 拓扑 空间 是 同 构 的 . 这 种 同 构 我 们 称 为 同 胚 . 

很 明显 , 一 个 同 胚 的 逆 还 是 同 胚 , 而 两 个 同 胚 的 积 也 是 同 胚 . 特别 地 , 一 个 空间 
到 其 自身 的 所 有 同 胚 形成 一 个 群 @. 


评论 同 胚 的 概念 是 拓扑 学 中 的 基本 概念 , 因为 同 肛 无 非 是 说 明 拓 扑 结构 间 的 
同 构 关系 ; 在 拓扑 学 中 , 这 是 一 种 最 基本 的 等 价 关系 . 

当 两 个 拓扑 空间 同 胚 时 , 所 有 对 一 个 拓扑 空间 成 立 的 性 质 对 男 一 个 也 成 立 ; 这 
样 我 们 可 以 把 它们 看 作 同 一 类 几何 实体 的 两 个 代表 . 

当 集 合 具有 包括 拓扑 结构 在 内 的 多 种 结构 (其 他 的 可 能 是 代数 结构 、 距 离 结 
构 等 ) 时 , 我 们 说 的 某 个 性 质 是 拓扑 性 质 , 是 指 这 条 性 质 对 于 所 有 与 吾 拓扑 同 胚 
的 空间 都 成 立 . 例如 , R 包含 可 数 的 处 处 稠密 子 集 就 是 一 条 拓扑 性 质 . 只 要 我 们 有 点 
习惯 了 , 一 般 容易 辨别 一 条 性 质 是 否 是 拓扑 性 质 . 在 任何 情形 下 , 只 要 是 用 开 集 以 及 
由 它 导 出 的 概念 : 闭 集 、 邻 域 、 聚 点 、 处 处 稠密 等 来 陈述 的 性 质 , 总 是 拓扑 性 质 . 

下 面 我 们 不 加 证 明 , 也 不 作 精 确 说 明 来 给 出 一 系列 例子 , 用 以 帮助 理解 同 胚 的 
直观 内 容 . 图 1 中 前 面 几 行 里 我 们 都 给 出 一 个 或 几 个 图 形 以 及 与 这 些 图 形 同 胚 的 一 
些 大 写字 母 . 

截 头 圆锥 的 表面 与 球 冠 同 肛 . 

半球 面 与 及? 的 闭 方块 同 胚 . 

当 涉 及 空间 R3 的 曲面 时 , 把 这 些 曲面 想像 为 橡皮 做 的 , 就 能 使 我 们 对 同 豚 有 一 
个 相当 好 的 观念 . 同 胚 这 时 就 是 这 些 曲 面 无 撕 裂 、 无 重 倒 、 无 贴 合 的 拉 长 压缩 变形 . 
然而 , 这 种 直观 方法 可 能 是 不 可 靠 的 , 在 任何 情况 下 , 它 都 不 能 代 蔡 正确 的 推理 . 


同 胚 性 证 明 的 例子 设 X 和 YY 是 两 个 同 构 的 全 序 集 , f 是 X 到 Y 的 双 射 , 且 
它 对 于 序 结构 是 同 构 映射 ( 换 句 话说 , f 是 递增 双 射 ). 

那么 , f 对 于 X 和 了 上 的 联系 它们 的 序 的 拓扑 也 是 同 胚 . 

事实 上 , f 交换 X 和 了 的 开 区 间 , 从 而 也 就 交换 它们 中 的 开 集 , 因为 开 集 是 由 
开 区 间 构 成 的 . 
”集合 G 称 为 群 , 是 指 其 上 定义 了 代数 运算 o: Vr,yEG: zoy€G, 满足 i) Vz,y,z€G:(zo 


Yoz=7ro(yoz);ii) ee G,Yr EG:eor=roe=7;il)vVr eG,3 li€eEG:7r lor=7ror- 1=e. 


拓扑 空间 到 自身 的 所 有 同 胚 对 于 复合 运算 形成 群 . 译 者 注 
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图 1 


特殊 情形 映射 f: z 一 z/(1 二 |z|) 是 R 到 (-11) 上 的 双 射 ; 置 
f(-00)= -1， f(+0%)=1, 
则 这 一 映射 就 被 完备 化 为 下 到 [-1,1] 上 的 递增 双 射 . 于 是 具有 序 拓扑 的 页 和 [-1,1] 
是 同 豚 的 . 
现在 我 们 证 明 一 条 判断 同 胚 性 的 方便 的 一 般 准 则 : 


定理 7-7 为 使 空间 X 到 Y 上 的 双 射 是 同 胚 , 必须 且 只 需 它 是 双方 连续 的 ， 
即 f 和 f-1! 都 连续 . 


事实 上 , f 和 广 :! 都 连续 等 价 于 Y 的 任何 开 集 的 逆 像 是 开 集 , 且 X 的 任何 开 
集 的 直接 像 也 是 开 集 . 口 


例 R" 中 的 位 移 是 R" 到 R" 上 的 同 胚 ; 更 一 般 的 膨胀 变换 
Z 一 AZ 十 0 (入 尖 0) 


也 是 同 胚 . 
[从 某 些 特例 的 粗略 研究 中 可 能 使 人 认为, 空间 X 到 空间 Y 的 任何 连续 双 
射 7 都 是 双方 连续 的 .我 们 稍 后 将 会 看 到 , 尽管 在 某 些 情形 下 确实 如 此 (参见 紧 空 
间 部 分 ), 但 这 并 非 是 一 个 一 般 事实 . 下 面 是 几 个 例子 : 
例 1 Y 是 实 直线 R; X 也 是 以 R 的 元 素 为 元 素 , 但 赋 有 离散 拓扑 . X 到 了 
上 的 映射 了 是 恒 等 映 射 z 一 z. 它 显然 是 连续 的 , 但 并 非 双方 连续 . 
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2? 和 X 和 YY 是 到 的 两 个 子 集 , 其 拓扑 是 由 RR 的 拓扑 产生 的 诱导 拓扑 (参见 
第 9 节 ); X 由 区 间 [0,1) 和 点 2 所 构成 ; Y 是 区 间 [0,1]， 最 后 ，f 定义 为 : 当 
x € [0,1) 时 , f(z) = z, 而 f(2) = 1. 

直接 可 得 这 个 映射 是 连续 双 射 , 但 广 ! 在 点 1 上 不 连续 . 

这 些 例子 足以 说 明 , 即使 f 是 连续 双 射 , 由 使 点 “靠拢 ”的 事实 可 导致 广 ! 
不 连续 ; 更 确切 地 说 , 在 X 中 可 能 存在 这 样 的 集合 4, 它 不 是 点 a 的 邻 域 , 而 f(A4) 
却 是 f(a) 的 邻 域 . 


88. 极限 概念 


序列 的 极限 

定义 8-1 设 (ai) (=12……,m……) 为 空间 互 的 点 列 . 我 们 说 这 个 序列 收敛 
于 瑟 的 点 w 或 者 说 a 是 该 序列 的 极限 , 是 指 对 于 点 a 的 任何 邻 域 〖, 存在 整数 io， 
使 得 对 于 任何 1 > io, 有 ae 

简 记 为 

(YV,V € Yl(a)) (3io,io € N)(Vi,i > io): (ai EV). 

这 一 条 件 也 可 表述 为 : 对 于 点 a 的 任何 邻 域 V, 除了 至 多 有 限 个 i 值 以 外 , 有 az eV. 

直接 可 得 , 当 序 列 (ai) 收敛 于 a 时 , 它 的 任何 无 限 子 列 也 收敛 于 a. 

如 果 空 间 EE 是 任意 的 , 一 个 序列 可 能 具有 多 个 极限 点 ; 例如 , 当 的 拓扑 是 粗 
拓扑 时 , 五 的 所 有 点 都 是 任何 点 列 (ai)ien 的 极限 . 

但 当 已 是 下 列 意义 下 的 分 离 空间 时 , 我 们 可 以 肯定 极限 是 唯一 的 : 


定义 8-2 我们 说 空间 已 是 分 离 的 , 是 指 互 的 任意 两 个 不 同 的 点 都 具有 两 个 不 
相交 的 领域 . 

最 常用 的 空间 总 是 分 离 的 ; 例如 直线 及 就 是 分 离 空间 (参见 第 1 节 ). 

在 分 离 空 间 中 , 点 a 的 闭 邻 域 的 交 必 退化 为 一 个 点 . 事实 上 , 对 于 任何 b 头 a, 存 
在 两 个 分 别 包含 a 和。 的 不 相交 的 开 集 wa, wo, 从 而 [ws 是 a 的 不 包含 5 的 闭 邻 域 . 

特别 地 , 任何 集合 {a} 是 闭 集 , 因为 它 是 它 的 所 有 闭 邻 域 的 交 . 

命题 8-3 分 离 空 间 的 任何 点 列 至 多 只 有 一 个 极限 点 . 

证 明 完 全 是 对 RR 情形 给 出 的 证 明 的 重复 . 

序列 的 附着 值 ” 实 数列 os = (一 1)" 不 收敛 , 尽管 如 此 , 数 1 和 一 1 似乎 可 看 作 
广义 极限 . 对 这 个 观念 的 分 析 导 致 下 列 定义 : 

定义 8-4 设 (ai) (i=1,2,…) 是 空间 万 的 点 列 . 我 们 说 马 的 点 a 是 这 个 点 
列 的 附着 值 , 是 指 对 于 a 的 任何 领域 V, 存在 一 些 任意 大 的 指标 i, 使 得 wu ET 
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如 果 我 们 以 4 表示 指标 i > n 的 点 a; 的 集合 , 我 们 还 可 以 说 , a 是 附着 值 , 是 
指 对 于 任何 mw 点 a 属于 4， 的 附着 集 . 
序列 (ai)jien 的 附着 值 集 因而 就 是 


这 个 集合 是 闭 集 , 但 可 能 是 空 集 ; 例如 在 RR 中 , 序列 (a,, = n) 没有 任何 附着 值 . 

如 果 序 列 的 所 有 点 ai 都 属于 五 的 闭 子 集 F, 我 们 也 有 4 c Ff; 事实 上 , 4。Cc 忆 
从 而 A; CF 以致 A CCF. 

在 分 离 空间 中 , 如 果 序 列 (ai) 收敛 于 a, 这 个 点 就 是 序列 唯一 的 附着 值 . 事实 
上 , 设 5 关 a, Vo, W 为 这 两 个 点 的 不 相交 的 邻 域 . 于 是 存在 n, 使 得 4。c VV, 由 于 
An 中 Ww = 2 点 不 是 序列 的 附着 值 . 


相反 , 即使 在 分 离 空间 中 , 一 般 说 来 , 断言 “有 唯一 的 附着 值 的 序列 就 收敛 
于 这 个 值 ” 是 不 对 的 . 例如 在 及 中 , 序列 (1/2,2,1/3,3,… ,1/n,n,…) 以 点 0 为 唯 
一 的 附着 值 , 但 它 并 不 收敛 于 0. 


注 为 了 对 序列 (an) 的 附着 值 集 有 更 确切 的 观念 , 我 们 可 以 验证 , 它 是 两 个 集 
合 的 并 : 一 部 分 是 点 an 的 集合 X 的 聚 点 集 , 另 一 部 分 是 序列 的 重复 点 集 , 即 有 无 限 
个 指标 n 满足 z = on 的 点 z 的 集合 . 


关于 滤 子 基 的 极限 与 附着 值 ”经 典 分 析 并 非 只 是 对 序列 定义 极限 概念 : 例如 , 函 
数 "2/(z2 十 1) 当 z 趋向 于 co 时 趋向 于 1 (1/z2 + 1/y2) 当 > 和 y 趋向 于 oo 时 趋 
向 于 0; 一 ” 当 z 由 不 等 于 0 的 值 趋向 于 0 时 趋向 于 1. 


我 们 即将 看 到 , 在 上 述 例子 中 涉及 的 所 有 极限 概念 都 是 一 种 一 般 概念 的 特殊 
情形 . 


定义 8-5 设 一 是 一 任意 集合 . 我 们 说 妃 的 子 集 的 集合 狗 为 巨 上 的 滤 子 基 , 


1° 对 于 任何 B1, Bs。 € 多 , 存在 Bs e 多, 使 得 Ba C Bi mn 2; 
2" 所 有 多 的 元 素 B 都 非 空 . 


由 这 一 定义 可 得 多 的 有 限 个 元 素 的 交 总 是 非 空 的 . 


例 1° = N, 多 的 元 素 是 的 形 为 {n,n 二 1,…} 的 子 集 . 

2° 已 = N?, 多 的 元 素 是 BB 的 子 集 Bi, 其 中 B 为 使 p > n,q > n 的 数 对 (p,g) 
的 集合 . 

3。 一 = 及, 多 的 元 素 是 及 的 区 间 [a, 十 oo0). 

4° 刀 是 一 个 拓扑 空间 , 多 是 BE 的 点 a 的 邻 域 基 . 

5° 五 是 一 个 拓扑 空间 ，4 表示 B 的 非 空 子 集 , a 表示 4 的 附着 点 . 
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多 的 元 素 是 形 为 A4NV 的 集合 , 其 中 V 是 a 的 任意 邻 域 (我 们 甚至 可 要 求 V 
属于 a 的 邻 域 基 ). 

定义 8-6 设 f 为 集合 义 到 拓扑 空间 YY 的 映射 , 多 是 壬 上 的 滤 子 基 ,b 是 Y 
的 点 . 

我 们 说 了 沿 多 收 化 于 b (或 有 极限 四, 是 指 对 于 5 的 任何 邻 域 V, 存在 BE 多 ， 
使 得 f(B) CV. 

这 时 记 作 lim f=b. 

特别 地 , 当 基 = 二 YY 且 f 是 久 到 久 的 恒 等 映射 时 ,我们 说 滤 子 基 多 收 伊 于 4b. 


例 1° 设 (an) 为 Y 的 点 列 ; 我 们 以 了 表示 N 到 YY 的 映射 n 一 an, 以 多 表示 
补 集 为 有 限 集 的 N 的 子 集 全 体 . 于 是 定义 8-6 重合 于 定义 8-1. 

2° 如 果 X 是 拓扑 空间 , 多 表示 X 的 点 a 的 邻 域 全体 , 那么 f(a) 是 1 沿 多 的 
极限 等 价 于 f 在 点 a 上 连续 . 

注意 , 有 时 我 们 用 记号 lim f(7) 来 代替 lp f, 特别 当 f(z) 有 简单 表达 式 以 及 f 
没有 一 种 经 典 记号 时 更 是 如 此 ; 例如 对 于 初等 函数 z 一 z"” 和 z 一 |z| 就 这 样 做 . 

命题 8-7 如 果 Y 是 分 离 空间 , 那么 f 沿 急 至 多 只 有 一 个 极限 . 

事实 上 , 假设 5b 和 ww 是 f 沿 多 的 极限 . 对 于 b,b 的 任何 邻 域 VV', 存在 
B, B' e 多, 使 得 

f(B)CV, f(B)cV.. 

由 于 BN B’' 非 空 , 从 而 f(B)nf(B') 也 非 空 ,VNV' 当然 更 是 非 空 . 因为 了 是 
分 离 空 间 , 这 仅 当 b= 5b 时 才 有 可 能 . 

定义 8-8 设 f 为 久 到 拓扑 空间 YY 的 映射 , 绍 是 久 上 的 滤 子 基 . 

我 们 说 了 的 点 5 是 了 沿 多 的 附着 值 , 是 指 对 于 任何 Be 多 和 ，b 的 任何 邻 域 
TV, f(B) 与 V 相交 . 

这 等 价 于 说 , 对 于 任何 Be 多 , 有 be f(B), 或 者 


be (| f(B). 


Be 


因而 这 种 b 的 集合 ( 称 为 f 沿 多 的 附着 集 ) 就 是 集合 
门 fF(B); 


Be 
它 显然 是 闭 的 , 我 们 将 它 记 为 f( 多 ). 
正如 序列 的 情形 那样 , 可 以 验证 , 如 果 Y 是 分 离 空间 , f 沿 多 收敛 于 b, 那么 。 
是 f 沿 多 的 唯一 的 附着 值 . 


II. 拓 x 扑 空间 23. 


特殊 情形 8-9 (函数 在 一 点 上 的 极限 和 附着 值 ) 我 们 现在 假设 X 是 拓扑 空间 ; 
4 是 X 的 非 空子 集 , o e 4; 同时 又 以 多 表示 X 的 形 为 ANV 的 子 集 的 集合 , 其 中 
V 是 a 的 任意 邻 域 . 

于 是 我 们 说 当 zx 在 4 上 趋向 于 a 时 f 有 极限 b, 是 指 


b= limf 
成 立 . 
例 如 果 久 = 展 , 4 = (oa+co), 我 们 以 f(a4) 表示 f 沿 多 可 能 有 的 极限 ( 即 
右 极 限 ). 同样 也 可 定义 左 极限 f(a-). 


当 ae 4 且 lpmf 存在 时 ,如果 Y 是 分 离 的 , 这 个 极限 只 能 是 f(a) 
用 同样 方式 我 们 也 可 定义 当 z 在 4 上 趋向 于 a 时 f 的 附着 值 . 


89. 拓扑 空间 的 子 空 间 


设 五 为 拓扑 空间 , 4 为 EB 的 子 集 . 

在 4 上 所 有 可 以 定义 的 拓扑 中 , 我 们 研究 使 4 到 EE 的 恒 等 映射 f 连续 的 拓扑. 
忆 的 开 集 对 这 一 映射 的 逆 像 无 非 就 是 该 开 集 与 4 的 交 . 因此 , 为 使 典 则 映射 了 连续 , 
必须 且 只 需 4 的 拓扑 的 开 集 全 体 包含 所 有 这 些 交 . 

然而 , 直接 可 知 EB 的 开 集 在 4 上 的 迹 ( 即 开 集 与 4 的 交 ) 满足 公理 01, 0，, Os. 
这 就 是 我 们 下 面 要 考虑 的 用 这 些 迹 来 定义 的 4 上 的 拓扑 . 


定义 9-1 对 于 拓扑 空间 马 的 任何 子 集 4, 如 果 4 被 赋 以 用 马 的 开 集 在 A 上 
的 迹 来 定义 开 集 的 拓扑 , 那么 称 4 为 巨 的 子 空间 . 
我 们 也 说 4 的 拓扑 是 由 互 的 拓扑 所 诱导 的 , 或 者 说 是 的 丘 扑 的 迹 . 


于 是 4 到 EE 的 恒 等 映 射 是 连续 的 . 
子 空间 上 的 闭 集 和 邻 域 设 w 为 E 的 开 集 . 公式 
A\(ANw)= ANbw 
指出 子 空间 4 的 闭 集 无 非 就 是 EB 的 闭 集 在 4 上 的 迹 . 


同样 , 在 子 空间 4 上 , 4 的 点 a 的 邻 域 也 就 是 集合 4nV, 其 中 站 是 在 已 中 
的 邻 域 . 


必须 非常 小 心 , 5 的 子 空间 4 的 开 集 (相应 地 , 闭 集 ) 不 一 定 是 E 的 开 集 
(相应 地 , 闭 集 ). 这 一 注 记 由 下 列 命题 精确 化 : 
命题 9-2 为 使 忆 的 子 空间 4 的 任何 开 集 (相应 地 , 闭 集 ) 是 妃 的 开 集 (相应 
地 , 闭 集 ), 必须 且 只 需 4A 是 妃 上 的 开 集 (相应 地 , 闭 集 ). 
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事实 上 , 如 果 4 是 瑟 上 的 开 集 , 那么 的 任何 开 集 在 4 上 的 迹 也 是 上 的 开 
集 . 反之 , 如 果 的 任何 开 集 在 4 上 的 迹 是 EE 上 的 开 集 , 那么 忆 在 4 上 的 迹 也 是 
开 集 , 即 4 本 身 是 开 集 . 

把 “ 开 集 ”这 一 词 换 为 “ 闭 集 ”, 我 们 就 有 平行 的 推理 . 

命题 9-3 ( 子 空间 的 传递 性 ) 设 久 为 拓扑 室 间 ,Y 为 的 子 空间 ,2 为 Y 的 
子 集 . 那么 由 XX 的 拓扑 和 由 YY 的 拓扑 在 Z 上 诱导 的 拓扑 是 一 样 的 . 


事实 上 , 子 空间 Y 的 开 集 是 形 为 Y nw 的 集合 , 其 中 w 是 X 的 开 集 . 因此 , 对 
于 由 了 的 拓扑 诱导 的 拓扑 , 2 的 开 集 是 形 为 Zn (Y Nw) 的 集合 ; 而 这 样 的 集合 无 非 
就 是 2 nw; 所 以 对 于 X 的 拓扑 和 了 的 拓扑 在 2 上 诱导 的 拓扑 , 开 集 是 一 样 的 . 


命题 9-4 设 /是 拓扑 空间 和 到 拓扑 空间 2 的 子 空 间 Y 的 映射 . 
在 瑟 的 点 a 上 连续 , 等 价 于 把 看 作 和 到 2 的 映射 时 , f 在 a 上 连续 . 


事实 上 , f(a) 在 Y 上 的 邻 域 是 集合 VNY, 其 中 V 是 f(a) 在 2 上 的 邻 域 , 而 
由 于 j(X) CY, 我 们 有 
f(s (VY 
命题 9-5 设 了 为 空间 义 到 空间 Y 的 映射 . 如 果 f 在 点 a 上 连续 , 那么 了 在 
含 a 的 任何 子 空间 4 上 的 限制 也 在 点 a 上 连续. 


事实 上 , 令 9 为 了 在 4 上 的 限制 ; 对 于 任何 f(a) 在 Y 上 的 邻 域 V, 有 
g (7)=4mn 广 (7). 
因此 , 当 f-1(V) 是 在 X 上 的 邻 域 时 , 9-I(V) 是 ea 在 4 上 的 邻 域 . 


人 相反 , 9 在 a。 上 连续 , 而 /在 。 上 不 连续 的 情况 是 可 能 的 . 例如 , f 是 民 到 
R 的 映射 , 它 在 Q 上 为 0, 在 CQ 上 为 1. 则 f 在 R 的 所 有 点 上 不 连续 , 然而 7 在 @Q 
上 的 限制 是 连续 的 (f 在 CQ 上 的 限制 也 是 连续 的 ). 

尽管 如 此 , 在 一 种 重要 情形 下 , 9 在 a。 上 的 连续 性 等 价 于 7 的 连续 性 ; 这 就 是 4 
为 a 的 邻 域 时 的 情形 . 事实 上 , 这 时 如 果 4nf-1(V) 是 a 在 4 上 的 邻 域 , 那么 它 同 
样 也 是 a 在 X 上 的 邻 域 , 因而 f-1(V) 更 是 a 在 X 上 的 邻 域 . 

我 们 把 这 种 等 价 性 说 成 是 映射 在 一 点 上 的 连续 性 是 局 部 性 质 . 


命题 9-6 分 离 空 间 的 任何 子 空间 是 分 离 的 . 


事实 上 , 设 4 是 分 离 空间 X 的 子 空 间 . 对 于 任何 zy e4, z 关 y, 在 X 上 存在 
这 两 个 点 的 不 相交 的 邻 域 Vi, VW; 集合 ANnV，AnNn WW 构成 x,y 在 子 空间 4 上 的 两 
个 邻 域 , 且 它们 也 不 相交 . 


应 用 子 空间 的 概念 是 一 种 定义 和 研究 新 拓扑 空间 的 方便 手段 . 这 样 , 任何 及 
或 R* 的 子 集 被 赋 以 诱导 拓扑 后 就 成 为 拓扑 空间 . 
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例如 , 在 R"” 上 由 zx? = 1 定义 的 球面 5,_1 就 构成 一 个 非常 有 意义 的 子 空间 . 

任何 与 5%_1 同 胚 的 空间 称 为 (n - 1) 维 拓扑 球 ; 特别 地 , 同 胚 于 51 的 任何 空间 
称 为 简单 闭 曲 线 . 

同样 , 我 们 称 任何 与 (0, 1) (相应 地 , [0, 1]) 同 胚 的 空间 为 简单 开 (相应 地 , 闭 ) 弧 . 


在 及 中 任何 开 区 间 (a,5b) (a < 5b) 是 同 胚 的 , 因为 我 们 可 以 用 形 为 z 一 az+6 
的 膨胀 把 一 个 区 间 变 为 男 一 个 区 间 ; 它们 中 的 每 一 个 也 都 与 及 同 胚 , 例如 及 到 (0, 1) 
上 的 双 射 z 一 z/(1 + |z|) 就 是 一 个 同 胚 . 
同样 还 有 , 对 于 每 个 这 样 的 区 间 (a, 已 , 由 RR 的 拓扑 诱导 的 拓扑 恒 同 于 (a,5) 上 的 
序 拓扑 . 但 是 不 应 该 认为 这 种 恒 同 能 推广 到 的 任何 子 集 ; 例如 ,在 4 = ([0,1D))U{f2}， 
上 , 这 两 种 拓扑 就 是 不 同 的 . 通过 下 列 陈述 , 我 们 将 刻画 一 类 两 种 拓扑 恒 同 的 集合 : 


命题 9-7 设 天 是 全 序 集 ; 对 于 义 的 任何 广义 区 间 4, 4 上 的 序 拓扑 恒 同 于 六 
的 序 拓扑 在 A 上 的 迹 . 


事实 上 , 任何 序 集 4 的 开 区 间 形 为 (a, 5), (一 00, a), (a, +eo) 或 者 4, 其 中 a,b 表 
示 4 的 点 . 既然 这 样 的 集合 是 4 与 X 的 开 区 间 的 交 , 因而 这 种 集合 的 并 无 非 就 是 
4 与 X 的 某 个 开 集 的 交 , 由 此 得 到 两 种 拓扑 恒 同 . 

例如 , 在 及 上 , [0,1] 或 者 (0, 1) 上 的 序 拓 扑 恒 同 于 由 RR 的 拓扑 诱导 的 拓扑 . 


810. 空间 的 有 限 积 


我 们 已 经 在 前 面 利用 RR 的 开 区 间 的 积 , 定义 了 由 R 的 拓扑 导 得 的 R* 上 的 拓 
扑 . 这 种 做 法 可 以 推广 到 空间 的 任意 积 的 情形 . 这 里 我 们 只 研究 空间 的 有 限 积 . 

设 E; (i= 1,2,… ,n) 是 拓扑 空间 的 有 限 族 . = 了 TE; (i = 1,2,… ,n) 是 序列 
Z 二 (zlz2…… ,zn) 的 集合 , 其 中 zi e Ei. 在 上 所 有 可 能 的 拓扑 中 , 我 们 将 只 考 
虑 使 每 个 E 到 E; 的 投影 z 一 zi = f(z) 都 连续 的 拓扑 ; 这 一 条 件 等 于 说 对 于 每 个 
开 集 wi C Ei, 集合 fr1(wi), 即 积 


E11 XxX.:..x Ei_1 X wix Bit XxX... x bE,, 


应 该 是 上 的 开 集 . 因此 , 所 有 这 种 集合 的 有 限 交 , 即 形 为 [[ wi(i = 1,2,… ,n) 的 
集合 以 及 所 有 这 种 形式 的 集合 的 并 , 也 都 应 该 是 E 上 的 开 集 . 如 果 我 们 能 够 验证 后 
面 所 说 的 这 些 集合 满足 公理 O01, 0。, 03, 那么 自然 可 取 它 们 所 定义 的 拓扑 为 上 的 
拓扑 . 

这 样 就 导致 下 列 定义 . 


定义 10-1 我 们 称 所 有 形 为 = TIw (i = 1,2,… ,n) 的 忆 的 集合 为 EE = 
Bi(i = 1,2,… ,n) 的 基本 开 集 , 其 中 wi 为 ; 的 任意 开 集 . 
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我 们 称 任何 基本 开 集 的 并 为 巨 的 开 集 . 
这 些 开 集 的 族 显然 满足 公理 O; 和 Os. 它 也 满足 O02, 因为 如 果 


A= (jp;, 4= | ph, 
jE€J kEK 
那么 我 们 有 
4n4= [) np 
(Ek)ETXK 
且 每 个 (pj Np) 也 是 基本 开 集 . 


因此 , 这 些 开 集 定义 了 召 上 的 拓扑 . 由 构造 , 这 一 拓扑 使 得 对 于 每 个 i,E 到 EE， 
上 的 投影 是 连续 映射 . 我 们 称 被 赋 以 这 个 拓扑 的 五 为 空间 ; 的 拓扑 积 . 


例 1° 在 §4 中 我 们 已 定义 R* 上 的 拓扑 ; 那里 我 们 已 经 取 开 方块 的 并 为 开 集 ; 
但 是 由 于 R 的 任何 开 集 是 开 区 间 的 并 , 用 这 些 开 方块 定义 的 R* 上 的 拓扑 恒 同 于 积 
拓扑 . 

2° 拓扑 积 51 x RR 称 为 圆柱 的 拓扑 空间 . 

3° 拓扑 积 (5S1)" 称 为 n 维 圆 环 . 


7 对 于 EE; 的 拓扑 积 忆 的 任何 开 集 0, 0 在 每 个 E 上 的 投影 是 开 集 , 因为 这 
相反 , 认为 的 闭 集 4 的 投影 总 是 闭 集 则 是 错误 的 ， 积 空间 R? 的 闭 集 4 = 
{(z,y) : zy = 1} 就 是 一 个 例子 . 


子 空间 的 积 ” 如 果 4; 表示 E; 的 子 空间 , 我 们 将 验证 , 在 4 = [4; 上 的 积 拓 
扑 恒 同 于 TE; 的 拓扑 在 其 子 集 4 上 所 诱导 的 拓扑 . 

特别 地 , 对 于 任何 a; € EE; (i = 2,3,… ,n), 空间 妃 在 映射 zi 一 (zl a2,… ,an) 
下 同 胚 于 五 的 子 空间 Ei x {a1} x … x {an}. 


拓扑 积 的 结合 律 ”如果 4, B,C 是 三 个 拓扑 空间 , 那么 在 空间 (4 x B) x C ( 相 
应 地 , 4A x (B x C)) 和 A x B x C0 之 间 的 一 一 典 则 对 应 是 同 胚 . 

为 此 只 需 (参见 $ 5) 指出 , 这 一 对 应 保持 邻 域 不 变 . 而 任何 (4 x B) x C 的 点 
(a,b,c) 具有 由 集合 


(wa X wp) X we 


所 组 成 的 邻 域 基 ; 任何 (4 x B x C) 的 点 (a,b,c) 具有 由 集合 wo x ws x we 所 组 成 的 
邻 域 基 , 这 里 wo, ws, we 表示 a,b,c 在 4, B,C 上 的 开 邻 域 . 由 于 集合 (wo x wp) x we 
与 wa x ws x we 在 一 一 典 则 映射 下 是 互 为 对 应 者 , 从 而 得 到 所 求 性 质 . 

这 一 结合 律 使 我 们 可 以 简化 某 些 证 明 , 即 这 些 证 明 只 需 对 两 个 空间 的 积 来 进行 . 


II. 拓扑 空间 .27 ， 


交换 律 ”我 们 容易 验证 , 拓扑 积 在 例如 下 列 意义 下 是 可 交换 的 : 4x 互 到 互 x4 
上 的 典 则 双 射 (z,y) 一 (y, zx) 是 同 胚 . 


积 空间 上 的 连续 映射 ”我 们 通常 用 E 到 每 个 F 的 坐标 映射 x 一 f(z) 来 表示 
空间 B 到 积 空间 F = IF; 的 映射 z 一 f(z). 由 下 列 命题 得 到 f 的 连续 性 和 f 的 
连续 性 之 间 的 紧密 联系 : 


命题 10-2 为 使 巨 到 有 限 乘 积 = TF; 的 映射 f 在 a 上 连续 , 必须 且 只 
每 个 己 到 忆 的 坐标 映射 f 在 a 上 连续 . 


事实 上 , 如 果 f 在 a 上 连续 , 由 于 f= pr; of, 这 里 pri 表示 FF 到 Ff; 上 的 投影 
运算 , 故 映射 fi 在 a 上 连续 . 反之 , 假设 每 个 f; 在 a 上 连续 ; 对 于 任何 包含 f(a) 的 
F 的 基本 开 集 WwW 二 [Tw:i, fr (wi) 是 a 在 五 上 的 邻 域 ， 因此 ， 六 1(w)， 即 


(fe) 
也 是 a 的 邻 域 . 由 于 f(a) 在 上 的 任何 邻 域 V 包含 着 含 f(a) 的 基本 开 集 w, 包含 
f-!(w) 的 广 !(Y) 更 是 a 的 邻 域 . . 


例 设 wi,vs 分 别 是 EB 到 五 ,Fy 的 两 个 连续 映射 g: (yi1,y2) 一 g(y1,y2) 是 
记 x 思 到 空间 G 的 连续 映射 . 
于 是 到 G 的 映射 X 一 g(w1(7x), wu2(z)) 连续 . 


积 空间 到 另 一 空间 的 映射 ” 设 
f: (7,y) = f(r,Y) 


为 积 空间 X xY 到 空间 严 的 映射 
如 果 f 连续 , 那么 它 在 六 xY 的 任何 子 空间 上 的 限制 也 连续 ; 特别 地 , 对 于 任何 
ae X, f 在 (axY) 上 的 限制 连续 . 换 句 话说 , 因为 了 到 (axY) 上 的 映射 y 一 (a, 
是 同 胚 , 故 Y 到 下 的 映射 y 一 f(a,y) 连续 . 
这 也 就 是 说 , f 的 连续 性 导致 偏 映射 > 一 f(z,b) 和 4 一 f(a,y) 的 连续 性 . 


了 但 是 反之 不 然 ; 事实 上 , 设 R? 到 RR 的 映射 了 定义 为 
f(0,0) =0; f(z,9) = zy/(z +), 3 (2,y) # (0,0). 
直接 可 得 两 个 偏 映射 都 是 连续 的 ; 但 f 在 0 上 不 连续 , 因为 例如 对 于 任何 z 关 0， 
f(z, 7) = 1/2, 


但 是 
f(0,0) = 0. 
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我 们 还 能 构造 类 似 的 例子 使 得 f 的 间断 点 的 集合 在 R? 上 处 处 稠密 . 
积 空间 上 的 极限 用 与 命题 10-2 的 证 明 一 样 的 方式 我 们 可 证 明 下 列 陈述 : 


命题 10-3 为 使 下 = 开 玉 的 点 列 (an) 收敛 于 瓦 的 点 1 = (1;), 必须 且 只 需 对 


更 一 般 地 , 设 兄 是 集合 上 的 滤 子 基 , f = ( 方 ) 是 EB 到 积 拓扑 空间 F = 了 
的 映射 , ! = (5) 为 的 点 . 
可 以 验证 ， 
(4 = lmpf) * (对 于 任何 i 1 = lim fi). 


命题 10-4 (分 离 空间 的 积 ) 如 果 空 间 忆 ; 是 分 离 室 间 , 那么 它们 的 积 巨 也 是 
分 离 空 间 . 

显然 只 需 对 于 两 个 空间 i, Eo 的 积 进行 证 明 . 

因为 当 a 和。 是 B 的 两 个 坐标 分 别 为 (a1,a2) 和 (b1,b2) 的 不 同 点 时 , 或 者 有 
a1 关 bi, 或 者 有 aa 和 bo. 不 妨 设 al 关 如, 则 Bi 的 点 a 和 bo 具有 两 个 不 相交 的 邻 
域 Vi 和 Wi; 因此 , 点 a 和 九 也 具有 两 个 不 相交 的 邻 域 Vi x El 和 Wi x Es. 


例 由 于 了 及 是 分 离 空间 , 所 有 了 ”也 是 分 离 空间 . 
所 有 R" 的 子 空间 因而 也 是 分 离 空间 ; 特别 地 , S"_1 是 分 离 空间 . 


命题 10-5 ”对 于 任何 分 离 空间 互 , 媚 x 媚 的 对 角 集 合 A = {(a,b)eE ExEl|a= 0 
是 万 x 台中 的 闭 集 . 


事实 上 , 设 (a,b) 4 A; 则 万 的 不 同 点 a,b 可 以 有 两 个 不 相交 的 邻 域 友 , WW; 积 
Vs x W 是 (a,b) 在 xB 中 的 邻 域 , 且 与 A 不 相交 , 因而 (已 x ENA 是 (a,b) 的 
邻 域 . 

A 的 补 集 是 它 的 每 一 点 的 邻 域 , 从 而 它 是 开 集 ; 因此 , A 是 闭 集 . 


推论 1 如 果 f,g 是 空间 天 到 分 离 空 间 马 的 连续 映射 , 那么 满足 f(z) = g(z) 
的 入 的 点 的 全 体 是 闭 集 . 

事实 上 , 设 有 hh 是 XX 到 轧 x 厚 的 映射 xz 一 (f(z),g(z)); 它 是 连续 的 ; 而 所 求 的 集 
合 无 非 就 是 h-1(A). 由 于 人 是 闭 集 , 故 这 个 集合 是 闭 集 . 

推论 2 如 果 f 是 空间 忆 到 分 离 空间 所 的 连续 映射 ,那么 了 的 图 像 6 在 ExF 
中 是 闭 集 . 


事实 上 , $ 是 EB x F 中 满足 y = f(z) 的 点 (z,y) 的 集合 ; 既然 映射 (z,y) 一 y 
和 (z,y) 一 f(z) 都 是 x 到 下 的 连续 映射 , 由 上 述 推论 , 6 是 闭 集 . 


II[. 拓扑 空间 .29 ， 


必须 注意 推论 2 的 逆 不 成 立 , 甚至 当 忆 和 FF 都 是 分 离 空间 , /的 图 像 仍 可 
能 在 了 不 连续 时 为 闭 集 . 
例如 , 设 f 为 及 到 了 的 如 下 定义 的 映射: 


f(0)=0; f(z)=1/z, 当 z#0. 


f 的 图 像 是 曲线 zy - 1 = 0 和 集合 {0} 的 并 , 因而 是 闭 集 ; 然而 f 在 点 0 上 不 
连续 . 


811. 紧 空 间 


在 第 3 节 中 , 我 们 已 经 建立 了 RR 的 有 界 闭 区 间 的 一 条 重要 性 质 , 它 被 命名 为 
Heine-Borel-Lebesgue 定理 ; 其 重要 性 在 于 , 它 能 使 某 些 整 体 研究 被 局 部 研究 所 代替 . 

我 们 也 可 研究 其 他 具有 类 似 性 质 的 拓扑 空间 ; 例如 我 们 将 看 到 R" 中 的 所 有 有 
界 闭 集 就 有 这 种 性 质 . 

这 里 我 们 对 具有 这 种 性 质 的 空间 进行 一 般 研究 . 

定义 11-1 我 们 说 空间 妃 是 紧 的 , 是 指 它 是 分 离 的 , 且 由 马 的 任何 开 履 盖 中 
都 可 选 出 有 限 子 履 盖 . 

在 这 一 定义 中 , 条 件 “五 是 分 离 的 ”是 为 了 避免 一 些 用 处 不 大 的 空间 , 例如 有 粗 
拓扑 的 空间 . 


例 所 有 有 限 分 离 空间 是 紧 的 . 相反 , 及 不 是 紧 空间 (参见 第 3 节 ). 下 列 定理 
将 给 我 们 提供 一 大 类 紧 空间 . 

熟悉 紧 性 条 件 的 多 种 等 价 形式 是 有 益 的 . 下 面 是 其 中 之 二 : 

陈述 11-2 万 为 分 离 空间 , 且 由 万 的 其 交 为 空 集 的 任 一 闭 集 族 中 可 选 出 有 同 
样 性 质 的 有 限 子 族 . 

这 一 条 件 是 前 面 的 定义 的 对 偶 ; 事实 上 , 如 果 (Gi)ier 是 EB 的 开 集 族 , 那么 公式 
五 一 UG: 等 价 于 

i€ 

g= [|， 其 中 = CGi. 
i€I 

现在 我 们 说 EB 的 子 集 族 多 具有 有 限 交 性 质 , 是 指 .多 的 任何 有 限 子 族 有 非 空 
交 . 在 这 一 约定 下 , 上 述 陈述 显然 等 价 于 下 列 陈述 : 

陈述 11-3 互 为 分 离 空间 , 且 万 的 任何 有 有 限 交 性 质 的 闭 集 旋 有 非 空 交 . 


特别 地 , 我 们 可 以 叙述 : 
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命题 11-4 在 紧 空间 巨 中 , 任何 按 包含 关系 为 全 序 的 非 空 闭 集 族 有 非 空 交 . 例 
如 , 任何 递减 的 非 空 闭 集 列 有 非 空 交 . 


事实 上 , 全 序 集 族 的 任何 有 限 子 族 具 有 最 小 元 素 , 即 这 个 子 族 的 交 , 这 里 它 是 非 
空 的 . 

实 直线 不 具有 这 种 性 质 , 例如 闭 区 间 列 In, 十 oo0) (n = 1 2,…) 的 交 是 空 集 . 

命题 11-5 1° 在 紧 空间 中 , 任何 点 列 至 少 有 一 个 附着 值 . 

2° 如 果 它 有 唯一 的 附着 值 , 那么 序列 收敛 于 这 个 值 . 


1° 利用 定义 8-4 后 用 过 的 记号 , 附着 值 集 是 非 空 闭 集 4 的 递减 列 的 交 . 

2" 设 wo 为 4= NAn 的 唯一 元 素 . 对 于 a 的 任何 邻 域 V, 闭 集 A4n,nCV 显然 有 交 
为 空 集 ; 于 是 因为 它们 构成 递减 列 , 其 中 之 一 必 为 空 集 , 即 从 某 个 n 起 , 有 4, CV， 
尤其 是 4, CV. | 

更 一 般 地 可 以 验证 , 任何 由 被 赋 以 滤 子 基 多 的 集合 X 到 紧 空 间 EB 的 映射 f 至 
少 有 一 个 关于 多 的 附着 值 , 并 且 如 果 f 有 唯一 的 附着 值 , f 就 收敛 于 这 个 值 。 口 


/在 紧 空间 中 , 序列 {an} 形成 的 点 集 4 总 是 有 到 点 的 ; 事实 上 , 4 可 能 是 有 
限 集 , 甚至 退化 为 一 个 点 , 只 要 所 有 an 都 恒 等 ; 换 名 话说, 当 一 点 成 为 序列 (on) 的 
附着 值 时 , 它 或 者 是 on 的 集合 4 的 聚 点 , 或 者 是 与 无 限 个 an 重合 . 


命题 11-6 (Bolzano-Weierstrass 定理 的 类 似 ) 
1° 紧 空间 媚 的 任何 子 集 4 至 少 有 一 个 巨 中 的 聚 点 . 
2° 马 的 任何 在 忆 中 没有 聚 点 的 子 集 4 是 有 限 集 . 


显然 这 两 条 性 质 是 等 价 的 ; 其 中 第 二 条 性 质 可 完全 如 同 定 理 3-3 那样 来 证 明 . 
反之 , 不 能 断言 “任何 其 无 限 子 集 至 少 有 一 聚 点 的 分 离 空间 是 紧 空 间 ”; 但 
是 稍 后 我 们 将 证 明 这 个 道 命题 对 于 距离 空间 妃 是 正确 的 . 
命题 11-7 设 4 是 空间 已 的 分 离子 空间 : 
(4 是 紧 的 ) < 全 (任何 已 的 覆盖 4 的 开 集 族 包含 也 履 盖 4 的 有 限 子 族 ). 


证 明 1° 如 果 4 是 紧 的 , (wi)ier 是 五 的 覆盖 4 的 开 集 族 , 那么 (4nwijisr 构 
成 紧 空 间 4 的 开 覆 盖 ; 因此 , 存在 I 的 有 限 子 集 J 使 得 (ANnwi)iey 覆盖 4; 尤其 是 
(wijiey 也 覆盖 4. 

2。 反之, 假设 4 具有 第 二 条 性 质 . 设 (wf)ier 为 4 的 覆盖 4 的 开 集 族 ; 所 有 wl 
的 形式 为 wi = 4nwi, 其 中 wi 是 EB 的 开 集 . 

wi 覆盖 4, 故 存在 的 有 限 子 集 J 使 得 (wi)iey 也 覆盖 4. 


既然 
(J(4nNw)= 4nN (Uo) =4, 


i€J ZE 了 
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故 有 限 族 (wi)iey 也 覆盖 4. 
这 就 恰好 指出 , 由 4 的 任何 以 开 集 (w!) 组 成 的 覆盖 中 , 我 们 总 可 选 出 有 限 子 覆 
盖 ; 因此 , 4 是 紧 的 . 口 


推论 11-8 对 于 任何 a,be RR, 闭 区 间 [a,0| 是 紧 的 . 
这 是 定理 3-2 和 我 们 刚 证 明 的 命题 11-7 的 直接 推论 . 


推论 11-9 设 瑟 为 分 离 空间 , (an) 为 收敛 于 万 的 点 a 的 万 的 点 列 . 那么 集合 
A= {a,a1,a2,..…} 是 紧 的 . 


事实 上 , 首先 4 是 分 离 空间 ; 然后 设 (wi) 为 以 五 的 开 集 组 成 的 4 的 覆盖 . 于 是 
存在 含 a 的 wio. 由 于 这 个 开 集 是 a 的 邻 域 , 故 除了 至 多 有 限 个 os,，… ,an。 以 外 ， 
它 含 所 有 on. 而 这 有 限 个 点 又 都 分 别 含 在 Li 中 , 于 是 开 集 Wioy Wil) ,Wip 
组 成 4 的 有 限 覆 盖 . 因此 , 4 是 紧 集 . 

下 面 是 一 系列 至 关 重 要 的 定理 . 


定理 11-10 在 紧 空 间 妃 中 , 任何 点 a 有 闭 邻 域 基 . 


证 明 设 w 为 ao 的 开 邻 域 , FF 为 w 的 余 闭 集 . 如 果 a 的 任何 闭 邻 域 V 都 不 在 
w 中 , 那么 所 有 Y 都 与 下 相交, 且 由 于 Y 的 族 对 于 有 限 交 是 稳定 的 , V NF 的 族 有 
有 限 交 性 质 , 于 是 有 非 空 交 . 换 句 话说 , 所 有 V 有 公共 点 5 关 a. 但 这 是 不 可 能 的 , 因 
为 EE 是 分 离 空 间 (参见 8-2). 从 而 存在 V 包含 在 w 中 . 口 


定理 11-11 在 任何 紧 空间 妃 中 , 任何 闭 子 集 是 紧 空间 . 


证 明 为 了 简化 证 明 , 我 们 将 利用 一 条 十 分 适合 我 们 问题 的 紧 性 判别 准则 , 例如 
用 闭 集 表达 的 准则 11-3. 

设 4 在 EE 中 闭 , (Xi)ier 为 空间 4 的 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 . 

由 于 4 是 闭 的 , X; 也 是 EB 的 闭 集 ; 由 于 EE 是 紧 的 , X; 的 交 不 是 空 的 . 因此 , 4 
是 紧 的 . 口 


定理 11-12 在 任何 分 离 空间 包 中, 万 的 任何 紧 子 空间 在 马 中 闭 . 


设 4 是 巨 的 紧 子 空间 . te C4 是 开 的 . 
设 zo Ee [4. 对 于 任何 ye 4, 令 WW 和 W 分 别 为 zo 和 vw 的 两 个 不 相交 的 开 邻 
域 . 于 是 存在 开 集 W, Wi (Wy,)jier 覆盖 4. 开 集 V = 0 WW; 是 zo 的 


邻 域 , 且 与 每 个 Tv 不 相交 , 从 而 也 与 4 不 相交 ; 换 句 话说 , VC [4. 这 样 C4 是 它 
的 每 一 点 的 邻 域 ， 从 而 是 开 集 . 

我 们 注意 到 , 关于 互 为 分 离 空间 的 假设 是 本 质 的 . 例如 , 当 EE 有 粗 拓扑 且 多 于 
一 点 时 , 任何 退化 为 一 点 的 忆 的 子 集 是 紧 子 空间 , 但 它 不 是 闭 集 . 

这 条 定理 指出 , 任何 紧 空 间 都 可 以 称 为 “绝对 闭 集 ”, 因为 它 在 所 有 包含 它 的 空 
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间 (至 少 对 于 分 离 空间 ) 中 都 是 闭 集 . 


推论 11-13 (定理 11-11 和 11-12) 在 任何 紧 空间 妃 中 , 闭 子 集 类 等 同 于 紧 
子 集 类 . 


推论 11-14 及 的 紧 子 空间 全 体 是 肥 的 有 界 闭 子 集 类 全 体 . 


事实 上 , 如 果 X 是 R 的 有 界 闭 子 集 , 那么 存在 包含 X 的 区 间 [a,4]; 由 于 和 在 
RR 中 闭 , 故 它 在 子 空间 [a, 中 中 也 是 闭 集 , 而 [fw 刀 是 紧 的 , 故 X 也 是 紧 的 . 

反之 , 如 果 XX 是 R 的 紧 子 集 , 那么 和 在 及 中 闭 , 因为 R 是 分 离 空间 . 另 一 方 
面 , X 有 界 是 因为 开 集 列 (n,n) (其 中 n = 1,2,…) 构成 X 的 覆盖 , 故 从 中 可 以 选 
出 覆盖 X 的 有 限 子 列 , 其 中 最 大 的 那个 就 包含 式 . 


定理 11-15 在 任何 分 离 空间 中 , 两 个 紧 集 的 并 是 紧 集 ， 紧 集 的 任意 交 是 紧 集 . 


证 明 设 A4 和 B 是 马 的 两 个 紧 集 . 

1° 由 于 万 是 分 离 空 间 , 故 4U B 也 分 离 . 

另 一 方面 , (4 U B) 的 任何 开 覆 盖 也 是 4 和 B 的 开 覆 盖 . 从 而 可 选 出 两 个 有 限 
子 覆 盖 , 其 中 一 个 是 4 的 , 另 一 个 是 B 的 . 它们 合 在 一 起 又 组 成 (4 U B) 的 有 限 覆 
盖 . 因此 , (4 U B) 是 紧 集 . 

2° 如 果 (hi)ier 都 是 紧 集 , 那么 它们 中 的 每 一 个 在 EB 中 都 是 闭 集 ， 从 而 它们 
的 交 在 EE 中 闭 , 尤其 是 在 这 些 紧 集 的 任意 一 个 A;。 中 闭 . 因此 , 这 一 交 是 紧 集 ( 定 
理 11-10). 口 


/显然 , 紧 集 的 无 限 族 的 并 一 般 不 是 紧 集 . 


定理 11-16 对 于 任何 紧 空间 媚 到 分 离 空间 忆 的 连续 映射 f, 下 的 子 空间 f(E) 


证 明 首先 由 于 FF 分 离 , 故 f(E) 分 离 . 然后 , 设 (wijier 为 f(E) 的 用 f(E) 
的 开 集 所 组 成 的 覆盖 . 于 是 f-!(w;) 构成 EB 的 开 和 覆盖 ， 从 而 由 此 可 选 出 有 限 履 盖 
(fi(wi))zey. 由 于 f(f-1(wi)) = wi, 故 (wi)jiey 也 覆盖 f(E). 因此 , f(E) 是 紧 的 . 口 


推论 11-17 紧 空 间 媚 到 分 离 空 间 F 的 任何 连续 双 射 了 是 同 胚 . 


只 需 指 出 f-! 连续 , 即 对 于 任何 E 的 闭 集 X, f(X) 在 下 中 闭 . 

既然 X 在 紧 的 妃 中 闭 , 故 它 也 是 紧 的 ; 于 是 它 在 分 离 的 已 中 的 像 f(X) 是 紧 
集 , 从 而 也 是 闭 集 . 

这 一 推论 为 我 们 提供 了 由 映射 的 连续 性 和 双 射 性 可 导出 其 双方 连续 性 ( 即 f 和 
f-! 的 连续 性 ) 的 一 种 重要 情形 . 

推论 11-18 紧 空 间 媚 上 的 任何 连续 数值 函数 是 有 界 的 , 且 在 媚 上 达到 它 的 
上 确 界 和 下 确 界 . 
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设 了 为 到 民 上 的 连续 映射 f(E) 是 紧 集 , 故 在 RR 上 为 有 界 闭 集 , 于 是 包含 
它 的 下 确 界 b: 和 上 确 界 b。. 因此 , 在 上 存在 zl, 满足 f(z1) = bi; 存在 z2, 满足 
f(72) = bo. 

特别 地 , 当 EE 上 有 f(x) > 0 时 , 存在 b > 0, 使 得 在 巨 上 有 f(z) >1. 


如 果 巨 不 是 紧 的 , 那么 EE 上 的 连续 数值 函数 可 以 不 是 有 界 的 , 即使 有 界 ， 
也 可 以 不 达到 它 的 上 确 界 和 下 确 界 . 
例如 , 函数 z 一 xz 在 民 上 不 是 有 界 的 . 
函数 z 一 zx/(G+lzl) 在 及 上 有 界 , 但 不 能 达到 它 的 两 个 确 界 . 
函数 z 一 1/z 在 (0,1] 上 不 是 有 界 的 . 
函数 xz 一 z 在 (0,1) 上 有 界 , 但 不 能 达到 它 的 两 个 确 界 . 


推论 11-19 如 果 羽 是 分 离 空 间 瓦 的 积 , 那么 媚 的 任何 紧 集 在 每 个 已 上 的 
投影 是 紧 的 . 


事实 上 , 在 每 个 及 上 的 投影 是 连续 映射 . 


紧 空间 的 积 ”定理 11-11 和 11-16 为 我 们 提供 了 一 种 构造 紧 空间 的 强 有 力 的 手 
段 . 下 面 是 另 一 种 手段 , 它 对 于 多 变量 函数 的 研究 特别 方便 . 


定理 11-20 ” 紧 空间 的 任何 有 限 积 是 紧 空 间 .@ 


证 明 根据 拓扑 积 的 结合 律 , 只 需 指 出 对 于 两 个 空间 的 积 的 定理 . 

设 忆 = XxY 为 紧 空 间 X 和 YY 的 积 . 由 于 X 和 Y 都 分 离 , 故 也 分 离 ( 命 
题 10-4). 

现在 设 (wi)ier 为 EE 的 开 和 覆盖 . 对 于 任何 m = (zx,y) e E, 存在 i € 了 使 得 
m € win. 于 是 存在 > 和 yy 在 和 和 Y 中 的 开 邻 域 VW 和 Wi, 使 得 Vi x Wn C wi,,. 
令 Ui = Vi x Wi,. 

既然 对 于 任何 zo se X, X xY 的 子 集 如 = zo xY 与 了 同 胚 , 故 它 也 是 紧 集 . 

(Um)mey。 构成 Yo 的 开 覆 盖 , 由 此 可 选 出 有 限 覆盖 


(Urm; )jey, 其 中 mj; 一 (Z0， yj). 


我 们 置 
Vzo = 站 Vm;, 
JEJ 


这 是 zo 的 开 邻 域 , 且 显 然 有 


(J Wim, 了 Vro xY. 
jE€J 
@ 这 里 的 “有限 ”条 件 其 实 可 以 去 掉 , 即 我 们 有 所 谓 Tihonov 定理 : 紧 空 间 的 任何 积 是 紧 空间 . 
但 这 是 与 选择 公理 等 价 的 定理 . 本 书 尽 量 避 免 运 用 选择 公理 . 译 者 注 
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Vso 构成 X 的 开 覆 盖 , 由 此 可 选 出 有 限 覆 盖 . 每 个 对 应 的 zo (一 共有 有 限 个 ) 
开 集 wi 的 子 族 (wi,,) 相 联系 ; 这 些 族 的 并 是 覆盖 E 的 有 限 族 . 


推论 11-21 Rn" 的 任何 紧 子 空间 是 Rn” 的 闭 集 和 有 界 集 (4 是 R" 的 有 界 集 ， 
如 果 它 包含 在 一 个 各 边 有 界 的 方块 中 ). 


事实 上 , 如 果 4 是 有" 的 紧 集 , 那么 它 在 R” 中 闭 ; 另 一 方面 , 4 在 每 一 因子 空 
间 及 上 的 投影 是 紧 的 , 故 它 包含 在 某 个 有 界 区 间 中 ; 因此 , 4 包含 在 某 个 有 有 界 基 的 
方块 中 . 

反之 , 如 果 4 是 有 界 闭 集 , 即 它 是 紧 区 间 [ai,b] 的 有 限 积 的 闭 子 集 ; 这 样 的 积 
是 紧 集 , 故 4 也 是 紧 集 . 


例 R" 的 球面 5,_!1 是 有 界 闭 集 , 故 它 是 紧 集 . 由 此 得 到 圆 环 (5S1)? 也 是 紧 集 . 


拓扑 空间 的 相对 紧 集 ”我 们 已 经 看 到 R" 的 紧 集 无 非 就 是 及" 的 有 界 闭 子 集 ; 既 
然 R" 的 任何 有 界 子 集 有 有 界 闭 包 , 从 而 可 知 R" 中 的 有 界 集 与 及" 中 的 紧 闭 包 的 集 
合 是 一 回 事 . 

同样 , 在 任意 的 拓扑 空间 中 , 我 们 可 以 期 望 , 起 着 有 界 集 的 作用 的 集合 就 是 具有 
紧 闭 包 的 那 种 集合 . 我 们 给 这 种 集合 一 个 专门 名 称 : 


定义 11-22 我们 说 拓扑 空间 妃 的 子 集 4 是 相对 紧 集 , 是 指 它 的 闭 包 4 是 
紧 集 . 


很 明显 , 这 个 定义 不 是 对 于 4 的 拓扑 而 言 的 , 而 是 对 于 (4, 五 ) 这 个 二 元 组 而 言 
的 ; 例如 , 区 间 (0,1) 在 RR 中 是 相对 紧 集 , 但 在 其 自身 中 则 不 是 . 

下 面 是 几 条 直接 的 性 质 : 

1° 如 果 4 在 E 中 相对 紧 , 那么 4 的 任何 子 集 也 相对 紧 . 

2° 紧 空间 妃 的 任何 子 集 是 相对 紧 集 . 

3。 如果 4:, 42,… , 4， 在 分 离 空 间 E 中 相对 紧 , 那么 它们 的 并 也 相对 紧 . 

4° 马 的 相对 紧 集 4 的 任何 点 列 在 EE 中 至 少 有 一 个 附着 值 . 


812. 局 部 紧 空 间 . 紧 化 
有 许多 空间 其 本 身 并 不 紧 , 但 它 的 局 部 可 看 作 紧 空间 ; R 就 是 这 样 的 例子 . 确切 
地 说 : 
定义 12-1 我 们 称 分 离 空间 马 为 局 部 紧 空 间 , 是 指 它 的 每 一 点 至 少 有 一 个 紧 
例 1° 任何 紧 空 间 是 局 部 紧 的 . 
2° 任何 离散 拓扑 空间 是 局 部 紧 的 (例如 2). 


II. 拓扑 空间 ' 35. 


3。 直线 RR 是 局 部 紧 的 ; 事实 上 , 首先 RR 是 分 离 的 ; 其 次 , 对 于 任何 ze RR, 存在 
a,b Ee 民 , 使 得 a <x<b, 且 [a,9| 是 zx 的 紧邻 域 . 

此 外 , 我 们 知道 R 不 是 紧 的 . 

4 有 的 子 空间 Q 既 不 是 紧 的 , 也 不 是 局 部 紧 的 ; 事实 上 , 例如 假设 0 在 Q 中 
有 紧邻 域 V; 于 是 0 的 邻 域 V 包含 形 为 Qn [_a,a] 的 子 邻 域 ; 由 于 后 者 在 Q 中 闭 ， 
集合 4 = Qn [oa] 也 将 是 紧 的 ; 然而 , 这 明显 是 不 成 立 的 , 因为 对 于 任何 无 理 数 
ze[-a ol 闭 集 4n | i | 的 递减 列 有 空 的 交 . 


命题 12-2 在 局 部 紧 空间 中 , 任何 点 有 紧邻 域 基 . 


证 明 在 局 部 紧 的 巨 中 , 设 w 为 点 a 的 开 邻 域 . 由 假设 , a 有 紧邻 域 KK. 在 紧 
空间 K 中 , a 有 闭 以 至 紧 的 邻 域 V 包含 在 入 mw 中 (参见 11-10). 然而 , 由 于 天 是 
a 在 巨 中 的 邻 域 , 故 邻 域 V 也 是 a 在 EB 中 的 邻 域 , 它 就 是 所 求 的 紧邻 域 . 口 

下 面 的 一 些 命 题 为 我 们 提供 了 构造 局 部 紧 空间 的 有 力 方 法 . 

命题 12-3 局 部 紧 空间 的 任何 闭 子 集 是 局 部 紧 的 . 

证 明 设 万 为 局 部 紧 空 间 , 4 为 忆 的 闭 子 集 . 任何 ze Ah 在 忆 中 有 紧邻 域 V. 
集合 【mn4 在 中 闭 , 因而 也 是 紧 的 ; 由 于 这 是 z 在 4 中 的 一 个 邻 域 , 它 说 明 这 点 


在 4 中 有 紧邻 域 . 最 后 , 4 是 分 离 的 , 因为 它 包 含 在 分 离 空间 E 中 ; 从 而 它 就 是 局 部 
紧 的 . 口 


例 任何 R" 的 代数 流 形 是 局 部 紧 的 . 


命题 12-4 如 果 4 和 B 是 分 离 空 间 的 两 个 局 部 紧 子 空间 , 那么 它们 的 交 也 是 
局 部 紧 的 . 

证 明 首先 A4nB 是 分 离 的 ; 其 次 , 对 于 任何 ze AN B 存在 zx 的 两 个 紧邻 域 
V 和 W, 分 别 在 A 和 B 中 ;集合 VnW 是 z 在 ANnB 中 的 邻 域 , 且 它 是 紧 的 ， 口 


相反 , 4 和 B 的 并 可 以 不 是 局 部 紧 的 . 例如 , 设 4 为 R? 的 由 满足 z > 0 的 
点 (x,y) 所 组 成 的 子 集 , 又 设 B = {(0,0)}; 集合 4AUB 不 是 局 部 紧 的 , 因为 点 (0,0) 
在 4U 中 没有 任何 紧邻 域 . 


命题 12-5 局 部 紧 空 间 的 任何 有 限 积 也 是 局 部 紧 的 . 
证 明 显然 只 需 对 两 个 空间 4, B 来 证 实 这 一 命题 . 
由 于 4 和 都 是 分 离 的 , 故 4 x B 也 分 离 . 


另 一 方面 , 对 于 任何 (zx,y) e 4 x B, 点 x 和 yw 分 别 在 A 和 BB 中 有 紧邻 域 V 和 
W. 积 VxW 是 (z,y) 的 所 求 紧邻 域 . 口 


例 空间 了 "和 3 x RR 是 局 部 紧 的 . 
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定理 11-16 对 于 局 部 紧 空间 没有 相应 的 结果 ; 换 句 话说 , 不 能 错误 地 认为 : 
“任何 可 作为 局 部 紧 空 间 的 连续 映射 的 像 的 分 离 空 间 还 是 局 部 紧 的 ”. 
例如 , Q 是 可 数 的 , 故 存在 Z 到 Q 的 满 射 n 一 f(n); 因为 Z 离散 , 所 以 了 连续. 
然而 , Q 不 是 局 部 紧 的 , 尽管 Z 是 局 部 紧 的 . 
命题 12-6 假设 妃 是 局 部 紧 空 间 , 但 不 是 紧 空 间 , f 为 上 的 连续 数值 函数 ， 
满足 
lim f(z) = 十 co 


(其 意义 为 对 于 任何 h > 0, 存在 紧 集 KK C ,使 得 在 KK 以 外 , f(z) > h), 那么 上 有 
下 界 , 且 达 到 它 的 下 确 界 . 


证 明 设 a 为 EB 的 任意 点 ,h 为 大 于 f(a) 的 数 . 
由 假设 , 存在 紧 集 K c E, 满足 在 K 以 外 有 f(x) > h. 了 在 天 上 的 限制 是 连续 
的 , 从 而 在 天 的 点 5 达到 下 确 界 m. 

对 于 任何 x 4 K, 有 

f(x) >h> f(a)>m. 
对 于 任何 ze 天 ,有 

jz) > m. 

因此 , m 是 了 在 互 上 的 下 确 界 , 且 它 在 点 5 上 被 达到 . 
注意 , 使 f(z) = m 的 z 的 集合 是 闭 集 , 且 包 含 在 K 中 ; 因此 , 这 是 一 个 紧 集 . 口 


我 们 可 用 类 似 的 方式 证 明 , 对 于 EE 上 的 任何 连续 数值 苞 数 f, 如 果 当 z 一 co 时 
( 即 沿 由 五 的 紧 集 的 补 集 组 成 的 滤 子 基 ) 它 趋向 于 有 限 值 i, 那么 它 有 界 , 且 达 到 它 
的 不 同 于 ! 的 上 确 界 和 下 确 界 . 


例 12-7 (D'Alembert-Gauss 定理 ) 设 P(z) 为 z 的 任意 复 系数 多 项 式 , 其 
次 数 大 于 0， 数 值 函 数 z 一 |P(z)| 在 复 平面 C 上 连续 ; 另 一 方面 , 如 果 P(z) = 
anz? 十 Qn-12”-1 十 … 十 Qa1z 十 ao (其 中 a 冯 0), 那么 对 于 任何 z 冯 0, 我 们 可 把 它 写 
成 


|P(z)| = lan| x [zl x |1+ an-i/(Gn2) + Qn-2/(anz2 ) + :+ a0/(an2")|.® 


因此 , 当 z 一 ce 时 , |P(z)| 一 +oo. 
命题 12-6 的 假设 都 满足 , 从 而 可 以 肯定 |P(z)| 在 某 一 点 zo 上 达到 它 的 下 确 界 . 
我 们 将 证 明 P(zo) = 0; 为 此 , 置 z = zo + ww; 我 们 有 : 
P(z) = P(zo0+u) = cot+civt :+ cnu’. 
外 原 书 此 处 误 作 : |an| x |z|”x |1 十 a1/z 十 a2/z2 十 … 十 an/z"|. 一 一 译 者 注 
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我 们 要 证 明 co = 0. 假设 和 0, 且 ep 为 co 以 后 的 第 一 个 非 零 系数 (p < n). 
如 果 和 表示 方程 
和 Xp 十 也 =0 
cp 


的 某 个 根 , 且 令 v = 和 vw, 那么 多 项 式 P(z) 变 为 : 
P(z) = coll -2 一 ve(U)]， 


其 中 es(v) 随 v 趋向 于 0. 
对 于 任何 满足 0 < v < 1 的 实数 v, 有 


Ps leoll(1 = v?) + vle(v)|] = leolll — v2(1 — le(o)))]. 


因此 , 只 要 v 小 到 使 |e(v)| < 1, 就 有 |P(z)| < |col. 这 样 由 假设 co 冯 0 导 得 矛 
盾 . 总 之 , 任何 次 数 大 于 0 的 多 项 式 P(z) 至 少 有 一 个 根 . 


无 限 远 点 和 紧 化 ”在 命题 12-6 的 陈述 中 , 表达 式 “z 一 co” 不 仅仅 是 一 种 方便 
的 说 法 . 事实 上 , 我 们 可 以 指出 , 对 于 任何 局 部 紧 但 非 紧 的 空间 E, 总 可 在 上 附加 
一 个 称 为 E 的 无 限 远 点 的 补充 点 w, 并 对 集合 刀 U {w} 赋 以 一 种 使 其 成 为 紧 空 间 的 
拓扑 (而 且 这 种 拓扑 是 唯一 的 ), 而 它 在 BB 上 的 迹 就 是 原来 的 拓扑 ; 这 就 使 上 述说 法 
变 得 很 确切 . 

更 一 般 地 , 我 们 还 可 试图 求 出 使 刀 成 为 其 处 处 稠密 子 空 间 的 紧 空间 五 ; (了 如 
的 点 于 是 都 可 解释 为 五 的 无 限 远 点 . 这 种 空间 五 实现 了 所 谓 EB 的 紧 化 . 

根据 分 析 或 集合 的 各 种 需要 , 我 们 会 对 这 样 那样 的 紧 化 感 兴趣 ; 例如 , 在 投影 几 
何 中 所 用 的 R" 的 紧 化 是 被 称 为 n 维 投 影 空间 的 紧 空 间 已 , 它 等 同 于 R"+! 的 通过 
0 的 直线 全 体 再 被 赋 以 适当 的 拓扑. 

我 们 在 这 里 只 研究 两 个 简单 的 例子 . 


例 12-8 RR” 通过 一 个 无 限 远 点 的 紧 化 由 


ey  _ 7 
lzl? 2 


定义 的 R"*+! 中 的 极点 为 0、 寡 为 1 的 反 演 f 是 Ra"+LN{0} 到 自身 的 同 胚 . 

它 把 R"+1 的 超 平面 zm41 = 1 变 为 SN{0}, 其 中 5 是 R"+1 的 直径 在 (0, 4) 处 
的 球面 , 这 里 4 为 点 (0,0,… ,0,1). 

由 于 R" 到 R"*+! 上 的 超 平面 的 典 则 映射 g: (zl za …… ,zn) 一 (21, 22,…… ,Tn, 1) 
是 同 胚 , 故 R" 到 SN{0} 上 的 双 射 foo 也 是 同 胚 . 如 果 通 过 这 个 同 胚 我 们 把 R* 和 
SN{0} 看 作 一 样 , 那么 球 5S 就 实现 了 所 求 的 R" 的 紧 化 ; 它 唯一 的 无 限 远 点 是 点 0. 

对 于 n = 1, 5 是 圆周 . 
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对 于 n= 2, 9 是 二 维 球面 ; 当 我 们 把 R? 与 C 看 作 一 样 时 我 们 称 它 为 Riemann 
球面 ; 它 在 研究 复 平面 时 非常 有 用 , 特别 是 因为 同 胚 fo9 保持 角度 不 变 (我 们 称 它 
为 “ 保 形 映射 ”). 

例 12-9 ”扩充 直线 妇 我 们 刚才 把 RR 通过 一 个 无 限 远 点 来 紧 化 . 在 分 析 中 利 
用 另 一 种 紧 化 也 很 方便 . 在 第 5 节 中 , 我 们 已 经 定义 了 扩充 直线 月, 并 且 在 87 中 也 
指出 , 月 与 赋 以 序 拓扑 的 [-1,1] 同 及 . 

另 一 方面 , 由 于 [-1,1] 是 区 间 , 故 它 的 开 区 间 是 RR 的 开 区 间 的 迹 ; 因此 , [1,1] 
的 序 拓扑 恒 同 于 由 RR 的 拓扑 诱导 的 拓扑 ; 从 而 [--1,1] 是 紧 的 , 故 民 同样 是 紧 的 . 

此 外 , 由 及 在 其 子 空间 及 上 诱导 的 拓扑 恒 同 于 R 原来 的 拓扑 ; 因此 , RR 恰好 构 
成 的 一 种 紧 化 . 

及 的 任何 非 空子 集 X 有 上 、 下 确 界 , 因为 这 在 [-1,1] 中 是 成 立 的 ; 当 X 为 闭 
集 时 , 这 两 个 确 界 属于 X. 

+ooe 在 及 上 的 邻 域 基 可 由 区 间 [n, 十 oo0] 或 (",+co] (其 中 me N) 组 成 ; 对 于 
-oo 有 类 似 的 陈述 . 
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我 们 将 试图 确切 说 明 这 样 的 直观 思想 : [0,1]U[2, 3] 这 样 的 集合 可 以 说 有 两 块 , 而 
[0, 1] 则 只 有 一 块 . 

当 拓 扑 空间 五 的 两 个 子 集 4, B 包含 在 两 个 不 相交 的 闭 集中 时 , 就 认为 它们 在 
五 中 完全 分 离 那 是 十 分 自然 的 ; 注意 到 这 点 , 我 们 就 有 下 列 精确 的 定义 : 

定义 13-1 我 们 说 拓扑 空间 马 是 连通 的 , 是 指 不 存在 任何 把 忆 分 为 两 个 非 空 
闭 子 集 的 分 划 . 

这 一 性 质 (通过 对 偶 ) 显然 等 价 于 下 列 性 质 中 的 每 一 条 : 

性 质 13-2 不 存在 任何 把 已 分 为 两 个 非 空 开 子 集 的 分 划 ， 

性 质 13-3 已 的 同时 是 开 集 和 闭 集 的 子 集 只 有 互 和 9. 

我 们 说 空间 EE 的 子 集 4 是 连通 的 , 是 指 五 的 子 空 间 4 是 连通 的 . 

例 1° 稍 后 在 研究 距离 空间 时 , 我 们 将 证 明 及 (以 至 RR 的 任何 区 间 ) 是 连通 的 ; 
暂时 我 们 先 承认 它 . 

2。 相反 , 有 理 数 集 Q 不 是 连通 的 ; 更 一 般 地 可 指出 , 如 果 及 的 子 集 4 不 是 区 
间 , 它 就 不 连通 ; 事实 上 , 这 时 存在 两 个 不 同 的 点 z,y e 4, 使 得 [x,y] & 4; 于 是 存在 
点 ae [z,j 使 得 a ¢ 4. 非 空 集合 4n(-co,a) 和 4n(a,+co) 在 4 中 都 是 开 的 , 这 
就 构成 一 种 分 划 ; 因此 , 4 不 是 连通 的 . 

总 之 , 及 中 仅 有 的 连通 子 集 是 区 间 . 
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定理 13-4 设 义 ,Y 为 拓扑 空间 轧 的 两 个 互补 子 集 , A 为 万 的 连通 子 集 . 
如 果 4 与 和 和 YY 都 相交 , 那么 4 也 与 它们 的 边界 相交 . 


证 明 X,Y 与 X,Y 的 边界 已 组 成 瓦 的 一 种 分 划 ; 因此 , 当 4 与 严 不 相交 时 ， 
Xn4 和 立 n4 就 构成 4 的 分 成 两 个 非 空 相对 开 集 的 分 划 . 这 是 不 可 能 的 , 因为 4 
连通 . 口 

下 面 是 某 些 通常 可 用 来 证 明 集合 连通 的 定理 . 

定理 13-5 设 (4i)ier 是 马 的 连通 子 集 族 . 如 果 这 一 族 的 交 非 空 , 那么 它们 的 
并 是 连通 的 . 

证 明 置 4= U 4i. 考虑 4 的 任何 分 成 两 个 开 集 O; 和 0O。 的 分 划 . 对 于 任何 
i, AinO1 和 4; BO 是 相对 于 4; 的 开 集 , 而 由 于 4; 连通 , 两 者 之 一 必定 是 空 集 . 
因此 , 任何 4; 或 者 在 O1 中 , 或 者 在 O。 中 . 既然 所 有 A; 至 少 有 一 个 公共 点 z, 不 
妨 设 它 属于 01. 于 是 O01 包含 所 有 A;, 且 0 是 空 集 . 因此 , 4 是 连通 的 . 口 

例 R" 的 任何 凸 子 集 @X 是 连通 的 ; 事实 上 , 对 于 任何 ae X, X 是 包含 a 的 
线段 的 并 , 这 些 线段 的 每 一 个 都 是 连通 的 , 因为 它们 都 同 胚 于 [0, 1]. 

特别 地 , R*、 任 何 Rn” 的 开 或 闭 的 方块 、 任 何 R" 的 开 或 闭 的 球 , 都 是 连通 的 . 

定理 13-6 任何 连通 集 的 闭 包 是 连通 的 . 

证 明 设 4 为 空间 的 连通 子 集 . 对 于 的 分 为 上 的 两 个 开 集 O: 和 0O。 
的 任何 分 划 都 对 应 有 4 的 分 为 4 上 的 两 个 开 集 4NnoO;, 和 A no。 的 分 划 . 既然 4 


是 连通 的 , 其 中 之 一 例如 A Noi 是 空 集 ; 由 于 4 在 4 上 处 处 稠密 , 故 集合 O1 也 是 
空 集 . 因此 , 4 是 连通 的 . 口 


类 似 的 证 明 可 指出 , 任何 满足 4c B c A 的 B 也 是 连通 的 . 


例 任何 R"+! 的 球面 同 胚 于 在 第 12 节 中 对 于 紧 化 用 过 的 了 "+:1 的 球面 5; 既 
然 5 是 同 胚 于 R” 的 子 空间 的 闭 包 , 由 R" 是 连通 的 , 5 也 是 连通 的 . 因此 , 任何 球 
面 是 连通 的 . 


定理 13-7 连通 空间 的 任何 连续 像 是 连通 的 . 


证 明 设 /是 连通 空间 EB 到 上 的 连续 满 射 , 对 于 下 的 任何 既 开 又 闭 的 子 
集 X, f-!1(X) 在 妃 上 也 是 既 开 又 闭 的 , 因此 这 是 已 或 者 G; 而 X = f(f-!(X)), 故 
和 = 三 或 者 g; 即 Ff 连通 . 口 
定义 13-8 我 们 称 任何 连通 紧 空 间 为 连续 统 . 


OR" (以 及 一 般 的 实 线性 空间 ) 中 的 子 集 X 称 为 凸 集 , 是 指 它 对 于 任何 zi, zz e X, 线段 fz : 
z= (1— Nzi+Mz2,M€ [0,1} C 天. 译 者 ; 
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由 定理 11-16 和 13-7, 任何 是 连续 统 E 的 连续 像 的 分 离 空 间 是 连续 统 . 
在 研究 距离 空间 时 , 我 们 将 证 明 距 离 连续 统 的 一 条 性 质 , 它 将 使 连通 性 的 概念 
更 为 直观 . 


例 1° R 的 区 间 [-1,1] 是 连续 统 ; 因此 , 玉 也 是 连续 统 ; 

2° 对 于 R" 的 任何 有 界 连通 子 集 X, 这 是 连通 紧 集 , 从 而 是 连续 统 . 

例如 , (0, 1] 到 R 的 映射 z 一 sin(1/z) 的 图 像 是 (0,1] 的 连续 像 , 因此 , 这 是 
R? 的 连通 子 集 ; 它 的 闭 包 , 即 与 区 间 0 x [1,1] 的 并 是 连续 统 . 

在 拓扑 学 中 我 们 经 常 利 用 这 一 连续 统 来 构造 一 些 反 例 . 


定义 13-9 我 们 称 空 间 马 的 任何 连通 开 子 集 为 瓦 的 区 域 . 


命题 13-10 为 使 有" 的 开 子 集 DD 是 区 域 , 必须 且 只 需 DD 的 任意 两 点 p 和 g 
都 在 一 条 包含 在 万 中 的 其 边 平行 于 坐标 轴 的 折线 上 . 


证 明 设 (a1,az,… ,ap) 为 R" 的 点 列 , 其 中 每 一 条 线段 [ai ai+ll (i < p) 都 平 
行 于 R" 的 某 坐标 轴 . 通过 递 推 直接 由 定理 13-5 可 得 , 由 这 些 线段 的 并 组 成 的 折线 
是 连通 的 . 

于 是 如 果 对 于 任何 p,q e D, 这 两 个 点 都 属于 某 条 包含 在 D 中 的 这 种 折线 , 固 
定 p, 而 使 9 遍历 D, 我 们 看 到 D 是 包含 p 的 折线 的 并 ; 因此 , D 是 连通 的 . 

反之 , 设 D 连通 . 对 于 任何 z,y e D, 我 们 用 xz ~ y 表示 这 两 个 点 是 某 条 上 述 类 
型 的 折线 的 端点 . 直接 可 得 关系 ~ 是 D 中 的 等 价 关 系 , 且 每 一 等 价 类 都 是 开 集 ( 因 
为 对 于 任何 D 中 的 包含 z 的 开 方块 中 的 点 y, 有 z ~ 9; 但 这 样 的 等 价 类 只 能 是 唯 
一 的 , 否则 D 就 会 有 分 成 两 个 非 空 开 集 的 分 划 (例如 , 一 个 是 等 价 类 之 一 , 另 一 个 是 
其 他 等 价 类 的 并 ); 换 名 话说, 对 于 任何 z,y e D, 有 zx ~y. 口 


例 在 R" 中 任何 开 球 、 任何 开 方块 、 任何 闭 球 或 任何 闭 方块 的 补 集 都 是 区 域 . 


空间 的 连通 成 分 “我们 现在 可 以 把 非 连通 空间 的 “ 块 ” 的 模糊 概念 精确 化 , 以 研 
究 非 连通 空间 的 结构 . 


定义 13-11 对 于 空间 互 的 任何 点 z, 我 们 称 忆 的 含 z 的 连通 子 集 的 并 C(z) 


由 定理 13-5, C(z) 是 连通 集 ; 另 一 方面 , 由 于 C(z) 也 是 连通 的 , 且 由 构造 , C(z) 
是 瑟 的 含 z 的 最 大 连通 子 集 , 故 有 C(z) = C(z), 换 句 话说 , C(z) 是 闭 集 . 

“如 果 zi 与 za 属于 五 的 同一 连通 子 集 , 那么 记 为 zi ~ zx2”; 在 EB 上 这 样 的 
二 元 关系 显然 是 等 价 关系 . 既然 对 于 任何 z, C(z) 是 含 z 的 等 价 类 , 故 集合 C(z) 也 
可 和 定义 为 上 述 等 价 关 系 所 联系 的 等 价 类 . 这 就 是 为 什么 我 们 把 它们 称 为 B 的 连通 
成 分 . 


例 1° 如 果 瑟 连通 , 那么 它 只 有 一 个 连通 成 分 , 即 本 身 . 
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2° 在 空间 Q 中 , 任何 连通 子 集 归结 为 一 点 , 于 是 对 于 任何 z € Q, C(z) = {z}. 

3° 在 RN{0} 中 , 连通 成 分 为 (-oo,0) 和 (0, co). 

4° 在 R? 中 , 子 空 间 Q x R 有 连通 成 分 为 直线 x x 及 , 其 中 ze Q. 

5° 在 R? 中 , 由 双 曲 线 zy = 1 和 它 的 渐 近 线 的 并 构成 的 子 空间 一 共有 三 个 连通 
成 分 . 


定义 13-12 (局 部 连通 空间 ) 我 们 说 空间 巨 在 马 的 点 zx 上 局 部 连通 , 是 指 xz 
有 连通 邻 域 基 . 

我 们 说 马 局 部 连通 , 是 指 它 在 每 一 点 上 局 部 连通 . 

例 1° RR 和 RR 的 任何 区 间 都 是 局 部 连通 的 . 

2° 更 一 般 地 , R" 的 任何 凸 子 集 4 是 局 部 连通 的 ; 事实 上 , 任何 点 ze 4 有 由 4 
与 包含 z 的 R" 的 开 方 块 的 交 所 组 成 的 凸 邻 域 基 . 

3° 2 是 局 部 连通 的 . 

4° 相反 , Q 不 在 任何 点 上 局 部 连通 . 


命题 13-13 已 局 部 连通 等 价 于 对 于 了 妃 的 任何 开 集 w, w 的 连通 成 分 都 是 开 集 . 


证 明 1° 设 忆 局 部 连通 ; w 为 B 的 开 集 ; C 为 w 的 一 个 连通 成 分 . 
对 于 任何 z € C, 存在 包含 在 w 中 的 z 的 连通 邻 域 V; 我 们 显然 有 Vc 0, 因 
此 , C 是 z 的 邻 域 . 由 于 C 是 它 的 每 一 点 的 邻 域 , 故 它 是 开 集 . 
2° 反之 , 假设 EE 的 任何 开 集 的 任何 连通 成 分 都 是 开 集 . 对 于 任何 ze E 和 任何 
z 的 邻 域 V, 包含 z 的 V 的 连通 成 分 C 是 开 的 ; 因此 , C 是 我 们 所 求 的 包含 在 V 中 
的 z 的 连通 成 分 . 口 


例 1° 由 于 RR 是 局 部 连通 的 , 对 于 任何 闭 集 Fc RR, CF 的 连通 成 分 是 开 集 , 于 
是 这 是 些 开 区 间 ; 这 种 区 间 的 两 个 端点 属于 ff. 

由 于 每 个 这 样 的 区 间 至 少 包含 一 个 有 理 数 ， 且 它 们 都 不 相交 , 故 它们 的 个 数 有 
限 或 者 可 数 有 限 . 

2° 命题 13-13 提供 的 准则 对 于 指出 一 个 空间 不 是 局 部 连通 的 , 常常 是 很 方便 的 . 

例如 , 考虑 定义 13-8 的 例 中 所 定义 的 连续 统 工 设 w 是 工 的 定义 为 w = 工 nm 
(R x (-1/2,1/2)) 的 开 集 (图 2). w 的 连通 成 分 之 一 是 区 间 0 x (-1/2,1/2), 它 在 工 
中 不 是 开 集 ; 因此 , 工 不 是 局 部 连通 的 (尽管 它 在 工 的 所 有 点 上 是 局 部 连通 的 ). 

弧 连 通 性 ”在 许多 数学 分 支 中 , 我 们 只 利用 一 种 非常 正规 的 连通 空间 ; 例如 , 在 
微分 几何 中 , 所 利用 的 空间 一 般 总 是 局 部 同 胚 于 R" 或 者 R" 的 闭 半 空间 . 这 样 , 利 
用 弧 连 通 的 概念 很 方便 . 

定义 13-14 我 们 说 空间 马 弧 连 通 , 是 指 对 于 任何 a,b e 互 , 存在 取 的 区 间 
[a, 8] 到 忆 的 连续 映射 f, 使 得 f(a) = a, f(6) = 4b. 

我 们 说 五 局 部 弧 连通 , 是 指 的 任何 点 有 缴 连 通 邻 域 基 . 
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由 于 区 间 [a, 6] 的 连续 像 是 连通 的 , 显然 , 任何 弧 连 通 空 间 是 连通 的 ; 但 反之 不 
成 立 (可 以 对 上 面 例 2 的 连续 统 工 进行 验证 ). 

同样 , 任何 局 部 弧 连 通 空 间 是 局 部 连通 的 . 

“ 弧 连 通 ” 的 说 法 来 自 : 如 果 存 在 R 的 区 间 [a,B8] 到 E 的 连续 映射 f, 使 得 
f(a) = a, 7(6) = (其 中 az 呈 ,那么 在 f([a, 6]) 上 也 存在 端点 为 a,b 的 简单 弧 . 但 
这 后 一 性 质 (并 非 显然 ) 用 得 很 少 , 原因 在 于 : 

设 a,B,Y ER 民 , a <B<,f 为 [a,7] 到 五 的 映射 ; 如 果 了 在 [a,6] 和 [6,7] 上 
的 限制 是 连续 的 , 那么 f 也 连续 . 相反 , 如 果 此 外 我 们 还 要 求 了 在 [a,6] 和 [6,7] 上 
是 双 射 , 那么 它 并 不 能 导致 f 在 [7] 上 也 是 双 射 . 利用 简单 弧 连 通 的 定义 因而 缺 
乏 灵活 性 中 . 


例 13-15 1° R" 的 任何 区 域 是 弧 连 通 和 局 部 弧 连 通 的 . 

2° R" 的 任何 凸 子 集 也 是 弧 连 通 和 局 部 弧 连通 的 . 

3° 设 五 为 连通 空间 ; 如 果 五 局 部 弧 连 通 , 那么 它 也 弧 连 通 (照搬 命题 13-10 的 
证 明 ). 

这 正 是 在 微分 几何 中 所 研究 的 局 部 欧 几 里 得 流 形 的 情形 . 

下 列 性 质 可 以 作为 练习 来 验证 : 

4° 任何 弧 连 通 空 间 的 连续 像 是 弧 连 通 的 . 

5° 对 于 任何 交 非 空 的 弧 连 通 集合 族 (E), Ei 的 并 是 弧 连通 的 . 

6° 弧 连通 空间 的 有 限 族 的 积 也 是 弧 连 通 的 . 


$14. 拓扑 群 、 拓 扑 环 和 拓扑 域 


拓扑 群 的 概念 产生 于 对 诸如 加 法 群 RR 或 者 依赖 于 有 限 个 参数 的 变换 群 (例如 及 

的 膨胀 群 > 一 Xz + ww 和 去 0) 等 特殊 情形 的 研究 . 在 这 些 不 同 的 例子 中 , 所 研究 的 集 
合同 时 具有 群 结构 和 拓扑 结构 , 且 这 两 种 结构 在 群 运 算 连 续 的 意义 下 相 容 . 

@ 作 者 在 这 里 是 要 说 明 : 证 明 “f([a, 8]) 上 也 存在 端点 为 a,b 的 简单 弧 ” 这 件 事 并 不 简单 . 原因 


在 于 f 不 一 定 是 [a,68] 和 f([a,8]) 之 间 的 双 射 , 它 使 得 f([a, 6]) 上 的 拓扑 变 得 复杂 起 来 . 著名 的 
Peano 曲线 甚至 可 以 填 满 一 个 方块 . 一 一 译 者 注 
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更 一 般 地 , 如 果 EE 是 同时 具有 拓扑 结构 和 由 几 种 运算 定义 的 代数 结构 , 我 们 称 
它 为 某 种 拓扑 代数 结构 , 是 指 E 的 代数 运算 对 于 给 定 的 拓扑 连续 , 其 意义 将 对 每 种 
拓扑 再 进一步 明确 . 


定义 14-1 (拓扑 群 ) 拓扑 群 G 是 被 赋 以 拓扑 的 群 , 对 于 这 个 拓扑 , 函数 z-! 和 
(z Ty) 连续 . 

更 确切 地 说 , 我 们 假设 G 到 G 的 映射 + 一 x-! 和 GxG 到 G 的 映射 (7,Yy) 一 
ZT4 连续 . 

当 这 些 条 件 满 足 时 , 我 们 还 说 , 给 定 的 拓扑 与 G 的 群 结 构 相 容 . 


例 1 被 荆 有 通常 拓扑 的 加 法 群 RR 是 拓扑 群 . 


例 2 设 R* 是 不 等 于 0 的 实数 构成 的 乘法 群 . R 的 拓扑 在 R* 上 的 诱导 拓扑 
与 它 的 群 结构 相 容 . 


例 3 设 了 为 及 关于 下 列 等 价 关 系 的 商 群 : zi ~ z2 是 指 (zl - zz) 是 整数 ; 换 
名 话说 (参见 第 二 章 ) T 是 1 维 圆 环 @. 
对 于 任何 ce 7T, 置 |c| 为 c 在 了 及 上 的 表示 的 绝对 值 的 最 小 值 . 于 是 如 果 对 于 了 
的 任何 元 素 对 zx,y, 置 
d(z,y) = |z —Yyl, 


那么 可 以 验证 , 我 们 这 样 在 了 上 定义 了 一 个 距离 (参见 § 15), 且 它 对 于 了 的 平移 不 
变 ; 与 此 距离 相 联系 的 拓扑 是 与 了 的 拓扑 结构 相 容 的 . 

被 赋 以 这 个 拓扑 的 群 了 是 1 维 拓扑 圆 环 . 我 们 可 以 验证 , 拓扑 空间 了 与 圆周 51 
同 胚 . 


例 4 绝对 值 为 1 的 复数 (a + 过) 的 乘法 群 , 被 赋 以 复 平面 的 拓扑 的 诱导 拓扑 
后 , 是 拓扑 群 . 可 以 证 明 , 它 同 构 于 了. 


例 5 如 果 把 直线 上 的 膨胀 群 : z 一 Xz 十 a (其 中 入 关 0) 与 平面 R? 上 横 坐 标 非 
零 的 点 (和 ,a) 的 集合 D 看 作 一 样 , 且 对 D 赋 以 R? 的 拓扑 的 诱导 拓扑 , 那么 DD 变 为 
拓扑 群 . 

事实 上 , 如 果 s = (和 ,a), 那么 有 


s = (M0 = (1/X,-a/N), 
故 s-! 是 s 在 D 上 的 连续 函数 ; 另 一 方面 , 如 果 s = (和 ,a) 和 s' = (和 ,a 人 ), 那么 有 
sos'= (入,Ma' 十 a); 故 sos' 也 是 数 对 (s,s') 的 连续 函数 . 


D1 维 圆 环 即 圆 周 . 把 圆周 在 任意 点 “切断 ” 并 拉 直 , 那么 圆周 就 变 为 线段 . 但 线段 的 两 个 端点 
看 作 同 一 个 点 . 如 果 令 这 个 线段 的 长 度 为 1, 那么 这 个 线段 就 等 价 于 T. 2 维 圆 环 即 通常 的 环 面 
(“轮胎 形 ”), 它 可 看 作 R? 关于 22 的 商 群 . 一 一 译 者 注 
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例 6 如 果 G 是 任意 群 , 对 它 赋 以 离散 拓扑 , 那么 它 也 成 为 拓扑 群 . 不 用 说 , 这 
种 拓扑 一 般 是 没有 多 大 意义 的 . 


推论 1° 对 称 映 射 > 一 z-:! 是 连续 的 , 它 的 逆 就 是 它 自身 ; 因此 , 这 是 G 到 自 
身 的 同 肛 . 

2° 对 于 任何 ce G, 双 射 z 一 a .zx 以 及 其 道 y 一 a-1.y 都 是 连续 的 . 

同样 , z 一 z .a 以 及 其 逆 也 都 是 连续 的 . 换 句 话说 , 任何 平移 是 G 到 自身 的 同 
胚 . 更 一 般 地 , 任意 变换 : z 一 azb 也 是 如 此 . 

这 两 个 推论 还 可 说 成 : 对 于 任何 开 集 wc G, 在 对 称 映射 下 的 像 w-! 是 开 集 , w 
的 平移 aw 或 者 wa 也 是 开 集 . 


一 点 的 邻 域 由 任何 平移 是 同 胚 可 得 , 一 点 zo 的 邻 域 集 可 由 单位 元 e 的 邻 域 集 
通过 左 或 者 右 平移 zo 可 得 . 更 确切 地 说 , zo 的 邻 域 集 恒 同 于 zo .Y 或 者 V.zo9 的 
集合 , 其 中 Y 遍历 e 的 邻 域 集 . 

对 G 的 点 zo 的 邻 域 的 研究 从 而 归结 为 对 e 的 邻 域 的 研究 . 


单位 元 的 邻 域 1° 对 于 e 的 任何 邻 域 V, 它 在 对 称 映射 下 的 像 V-! 也 是 e 的 
邻 域 . 
2° 对 于 e 的 任何 邻 域 V, 存在 e 的 子 邻 域 W, 使 得 


位 .人 CTO@ 


第 一 条 性 质 由 对 称 映 射 是 同 胚 而 得 . 由 此 还 由 VnV-! 恒 同 于 它 在 对 称 映 射 下 
的 像 , 可 得 e 具有 对 称 邻 域 基 . 

第 二 条 性 质 只 是 简单 地 转述 了 这 样 的 事实 : G x G 到 G 上 的 映射 (z,y) 一 zy 
在 GxG 的 点 (e,e) 上 连续 . 

此 外 , 这 条 性 质 并 非 是 由 于 G 的 对 称 映射 和 平移 映射 都 是 同 胚 的 缘故 . 换 句 话 
说 , 一 种 使 对 称 映 射 和 平移 映射 都 是 同 胚 的 G 上 的 拓扑 , 并 不 一 定 使 G 上 定义 了 拓 
扑 群 的 结构 . 

为 了 在 G 上 定义 一 种 与 G 的 群 结构 相 容 的 拓扑 , 我 们 经 常 如 下 操作 : 给 定 含 
单位 元 e 的 G 的 子 集 族 Y(e) (这 些 集合 旨 在 成 为 e 的 邻 域 ). 对 于 任何 zo e G, 令 
Y(zo) 为 由 Y(e) 通过 左 位移 zxo 而 导 得 的 族 zo . Y(e). 

然后 , 称 任何 有 下 列 性 质 的 G 的 子 集 w 为 G 的 开 集 : 如 果 z es w, 那么 存在 
Y(z) 的 元 素 包含 在 w 中 . 

如 果 这 些 w 的 集合 满足 拓扑 空间 的 公理 01, 02, Os, 我 们 就 定义 了 G 上 的 一 
种 拓扑 ; 如 果 这 种 拓扑 使 zy 和 z-! 都 连续 , 它 就 与 G 的 结构 相 容 . 我 们 称 它 是 由 族 
Y(e) 张 成 的 . 


这 里 z0.V = {zo'z|z EV), V:z0={z.:zo|lz EV}. 一 一 译 者 注 
@ 这 里 W.W= {zy|zeEWyewWw)}. 一 一 译 者 注 


II 拓扑 空间 45 ， 


拓扑 群 的 积 设 G! 和 Gs 为 两 个 拓扑 群 . 积 集合 G = G1 x G2 同时 具有 积 群 
结构 和 积 拓扑 空间 结构 . 

容易 验证 , G 上 的 积 拓扑 和 G 上 的 积 群 结构 相 容 , 被 赋 以 这 两 种 结构 的 集合 G 
称 为 拓扑 群 G! 和 Gs。 的 积 . 

同样 可 定义 任意 有 限 个 拓扑 群 的 积 . 


例 1 我 们 称 个 恒 同 于 加 法 拓扑 群 R 的 拓扑 群 的 积 为 加 法 拓扑 群 R”. 
我 们 称 ”个 恒 同 于 拓扑 圆 环 T 的 群 的 积 T" 为 ” 维 圆 环 . 


例 2 运算 (n,G) 一 G" 是 一 种 更 一 般 的 构造 拓扑 群 的 程序 的 特殊 情形 : 

设 为 任意 集合 , G 为 拓扑 群 ; G3 为 EB 到 G 的 所 有 映射 的 集合 . 用 对 于 任何 
ZE 五 成 立 的 等 式 h(xz) = g(x) : f(z) 来 定义 h = 9g: 了, 我们 就 在 G3 上 给 出 了 一 种 
群 结构 . 

对 于 e 在 G 上 的 任何 邻 域 v, 我 们 令 V 为 G3 的 对 于 任何 ze E 满足 f(x) ev 
的 元 素 全 体 . 集合 V 的 族 Y 在 GE 上 生成 一 种 拓扑 , 根据 上 面 叙 述 的 程序 , 可 以 验 
证 , 这 个 拓扑 与 G3 的 群 结构 相 容 . 


例 3 C* 同 构 于 乘法 群 R* 与 了 的 积 . 它 的 子 群 R* 同 构 于 R* 与 乘法 群 
{一 1, 十 1} 的 积 @. 

同 构 ”连续 表示 设 和 下 为 两 个 拓扑 群 , f 为 EB 到 的 表示 (这 就 是 说 ， 
flz.y) = f(z): f(y)). 我 们 说 这 是 个 连续 表示 是 指 映 射 f 在 BE 上 连续 . 

等 式 f(z) = f(z :zx51): f(zo) 表明 如 果 一 个 表示 f 在 EB 的 一 个 点 e 是 连续 的 ， 
则 它 在 E 的 所 有 点 zo 都 是 连续 的 . 

如 果 f 是 群 BE 到 群 FF 的 代数 同 构 , 且 f 又 是 同 胚 , 那么 我 们 说 , 拓扑 群 和 
五 同 构 . 


例 1 (加 法 群 及 到 自身 的 同 构 ) 设 f 是 加 法 群 R 到 自身 的 连续 表示 ， 置 
f(1) = a. 由 此 可 导 得 对 于 任意 的 整数 p 和 g, 9 关 0, 有 f(p/g) = a(p/9); 换 句 话说 ， 
对 于 任何 有 理 数 z, 有 f(x) = a: zx. 由 于 映射 f 和 z 一 a.z 都 是 连续 的 , 这 个 等 式 
可 延 拓 到 整个 R. 

由 于 映射 x 一 a.z 就 是 下 到 避 的 表示 , 故 RR 到 自身 的 连续 表示 即 映 射 > 一 a.x. 
除了 a = 0 以 外 , 这 样 的 表示 总 是 同 构 . 

注意 , 还 存在 许多 不 同 于 上 述 的 及 到 自身 的 非 连续 表示 ; 但 它们 的 存在 并 不 明 
显 ; 我 们 只 知道 用 选择 公理 @ 来 构造 它 . 

@cC* 表示 非 零 复数 全 体 ; R* 表示 非 零 实 数 全 体 ; R* 表示 正 实数 全 体 . 译 者 注 
@ 关 于 选择 公理 可 参看 任何 集合 论 方面 的 著作 或 网 站 (例如 ，http://www.math.vanderbilt. 
edu/~schectex/ccc/choice.html). 本 书 的 特点 之 一 在 于 几乎 所 有 结果 都 不 利用 选择 公理 . 不 过 , 这 


样 也 不 得 不 把 有 些 重要 结果 (例如 , Hahn-Banach 定理 ) 放 到 习题 中 去 . 这 里 所 说 的 结果 参见 第 二 
章 第 18 节 末 的 译 者 注 . 一 一 译 者 注 
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例 2 可 以 指出 , 乘法 拓扑 群 R* 与 加 法 拓扑 群 R 同 构 O. R* 到 R 的 任何 同 
构 由 定义 是 一 个 对 数 函数 ; 对 数 函 数 的 逆 同 构 是 指数 函数 . 


例 3 例 1 的 方法 不 难 推广 到 R", 并 可 指出 , R" 到 R" 的 任何 连续 表示 是 Rn 
到 R" 的 连续 映射 ; 我 们 已 经 研究 过 这 种 映射 . 


例 4 (7 到 自身 的 连续 同 构 ) 我 们 建议 作为 练习 , 证 明 开 到 自身 的 任何 连续 
表示 有 形式 为 : z 一 n. zx, 其 中 ”为 任意 整数 . 由 此 得 到 , 只 存在 两 种 T 的 连续 自 同 
构 : 恒 等 映 射 和 对 称 映 射 . 


定义 14-2 (拓扑 群 上 的 连续 周期 函数 ) 设 G 为 加 法 交换 群 ,f 为 G 到 集合 到 
的 映射 . 我 们 称 对 于 所 有 z e G, 满足 f(z 十 a) = f(z) 的 G 的 每 个 元 素 a 为 f 的 周 
期 . 


直接 可 得 , f 的 全 体 P 构成 G 的 子 群 , 它 称 为 的 周期 群 . 
我 们 说 f 是 周期 函数 , 是 指 它 的 周期 群 不 退缩 为 G 的 单位 元 0. 


命题 14-3 拓扑 群 G 到 分 离 拓扑 空间 万 的 连续 映射 的 周期 群 忆 在 G 中 是 
闭 的 . 

事实 上 , 对 于 任何 be G, 令 G6 为 满足 f(b + a) = f(b) 的 ae G 的 集合 : 
由 于 G 到 的 映射 w: a 一 f(b +a) 是 连续 的 , 且 {f(b)} 在 已 中 闭 , 故 集合 
pz ({f(0)}) = Gs 是 闭 的 . 而 由 定义 


P= 门 Gu 


beG 
因此 , P 是 闭 的 . 


R 的 闭 子 群 上 述 结果 指出 , 为 了 研究 拓扑 群 上 的 周期 函数 , 研究 G 的 闭 子 群 
是 有 意义 的 . 我 们 将 仅 对 RR 进行 这 一 研究 . 


命题 14-4 RR 的 任何 闭 子 群 或 者 恒 同 于 了 及 , 或 者 恒 同 于 {0}, 或 者 是 形 为 .2 
(其 中 a > 0) 的 离散 子 群 . 


设 PP 为 R 的 闭 子 群 . 

如 果 0 是 P 的 聚 点 , 那么 对 于 任何 。 > 0, 存在 P 的 元 素 zx, 使 得 > 关 0, 且 
lz| < s; 在 R 的 长 度 大 于 e 的 任何 区 间 里 , 至 少 存在 这 种 x 的 一 个 整数 倍 ; 换 句 话 
说 , PP 在 及 上 处 处 稠密 , 而 由 它 是 闭 集 , 故 有 P= RR. 

@ 原 书 这 里 取代 “可 以 指出 ”的 是 “由 第 三 章 的 一 个 命题 可 得 ”. R* 到 R 的 同 构 } 由 下 列 函 数 
方程 的 解 来 决定 : 
Vr,y € RY, f(zy)= f(z)+ f(y). 

于 是 设 o e R* 满足 f(a) = 1, 易 证 对 于 任何 有 理 数 p/g, g 0, 有 jf(az/a) = p/g, 再 利用 连续 性 ， 
可 知 f 为 以 a 为 底 的 对 数 函 数 . 更 确切 地 说 , 这 实际 上 是 对 数 函 数 的 一 种 定义 . 一 一 译 者 注 
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如 果 0 是 PP 的 孤立 点 ,那么 PP 的 任何 点 都 是 孤立 点 , 于 是 由 P 是 闭 集 , 每 个 集 
合 Pn [一 1] 是 紧 的 和 离散 的 , 因而 是 有 限 的 . 因此 , 或 者 有 P = {0}, 或 者 PP 的 大 
于 0 的 元 素 集合 有 最 小 元 , 设 它 为 a. 

a 的 整数 倍 群 o .2 包含 在 P 中 ; 如果 P\a.Z 非 空 , 那么 存在 ze P 和 整数 mw， 
使 得 a(n 一 1) < x < an; 因此 , 对 于 PP 的 元 素 (an - z), 我 们 将 有 0 < (an 一 xz) < ai 
由 a 的 选取 , 这 是 不 可 能 的 . 

这 样 , 我 们 有 P = a .2Z. 


注 1 如 果 G 是 下 的 非 财 子 群 , 那么 它 必 定 在 及 中 处 处 稠密 ; 事实 上 , 由 假设 ， 
G 是 不 同 于 G 的 闭 群 , 于 是 它 不 可 能 是 离散 的 ; 从 而 只 可 能 是 有. 

下 面 是 一 个 这 样 的 群 的 例子 : 由 两 个 比 为 无 理 数 的 非 零 数 a 和 ,所 生成 的 元 素 
(ap 十 bq) 的 群 G. 


注 2 设 f 为 RR 上 的 连续 周期 函数 , 已 为 的 周期 群 . 

如 果 P= 民 , 那么 了 在 及 上 是 常数 . 

如 果 P= a.Z, 那么 只 要 f 在 [0,a) 上 或 者 在 任何 形 为 [zo, zo+a) 或 者 (zo, zo+a] 
上 的 限制 已 知 , f 也 就 已 知 . 

周期 a 称 为 f 的 最 小 周期 . 


一 致 结构 一 致 连续 在 拓扑 群 G 中 , 我 们 不 仅 可 以 说 一 个 给 定点 邻近 的 各 
点 , 并 且 可 以 更 一 般 地 谈论 一 个 集合 有 多 小 . 

事实 上 , 对 于 G 的 单位 元 e 的 任何 邻 域 V 和 任何 G 的 子 集 4, 我 们 可 以 说 4 
为 V 阶 小 , 意 为 对 于 任何 z,y e 4, 我 们 有 zy-! eV. 

这 个 基本 事实 使 我 们 可 引入 函数 的 一 致 连续 的 概念 ; 这 一 概念 在 研究 距离 空间 
时 , 我 们 将 重新 在 邻 域 的 形式 下 提出 . 


定义 14-5 设 久 和 YY 为 两 个 拓扑 群 ; 为 了 简单 起 见 , 我 们 假设 它们 都 是 交换 
群 ; /为 和 到 Y 的 映射 . 我 们 说 f 一 臻 连续, 是 指 对 于 站 的 零 的 任何 邻 域 W, 存在 
X 的 零 的 邻 域 V, 使 得 任何 了 阶 小 的 A CCX, 有 全 阶 小 的 像 f(A4). 


我 们 还 可 把 这 一 条 件 表述 为 : 


(zi 一 72) EV) => ((f (21) — f(z2)) € W). 


中 本 书 始终 没有 对 一 般 的 一 致 结构 提出 定义 . 需要 对 一 致 结构 有 进一步 了 解 的 读者 可 参见 例如 ， 
J. L. Kelly, General Topology, Beijing, China: World Pub. Co.; New York: Springer-Verlag, 1955, 
1988, 2001. (中 译本 : 凯 莱 著 , 吴 从 类 译 , 一 般 拓扑 学 , 科学 出 版 社 , 1982). 

一 般 的 一 致 结构 不 需要 拓扑 群 结构 . 拓扑 群 结构 的 特点 在 于 每 一 点 的 邻 域 无 非 是 单位 元 邻 域 
的 平移 . 因此 , 在 一 点 上 确定 了 邻 域 全 体 以 后 , 其 他 地 方 的 邻 域 也 都 确定 了 . 一 致 结构 无 非 是 把 这 
一 点 抽象 化 , 即 某 个 集合 的 每 点 上 都 有 “同样 大 小 ” 的 “ 邻 域 ". 这 种 “同样 大 小 ” 的 “ 邻 域 " 结构 就 
称 为 该 集合 的 一 致 结构 . 而 原来 的 集合 称 为 一 致 空间 . 最 常用 的 一 致 空间 是 后 面 要 讨论 的 距离 空 
间 . 一 一 译 者 注 
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例 设 G 为 交换 拓扑 群 , Y 为 G 上 的 0 的 任意 对 称 邻 域 . 

1° 关系 式 -(a 十 V) = -a 一 V = -a+y 指出 , 任何 V 阶 小 的 集合 的 在 对 称 映 
射 下 的 像 是 了 阶 小 的 ; 因此 , G 到 G 的 映射 x 一 -z 是 一 致 连续 的 . 

2° G x G 到 G 的 映射 f: (z,y) 一 (z 十 在 点 (0,O) 的 连续 性 导致 存在 G 上 
O 的 邻 域 W, 使 得 W + W2 CT. 

既然 对 于 任何 wbe G, G 的 满足 ze (a 二 W)® 和 ye (b+W) 的 (z+y) 的 全 
体 包含 在 (a 十 5) 十 V 中 , 故 它 是 V 阶 小 的 . 

因此 , 映射 f 是 一 致 连续 的 . 


乘法 群 R* 的 拓扑 是 加 法 群 及 的 拓扑 在 R* 上 的 迹 . 因此 , 定义 在 拓扑 群 

R* 上 或 者 取 值 在 这 个 群 上 的 连续 函数 与 定义 在 R 的 子 空间 R* 上 或 者 取 值 在 这 个 
子 空间 上 的 连续 函数 是 一 回 事 ; 例如 z-! 和 zy 对 于 及 的 拓扑 在 R* 上 连续 . 但 是 涉 
及 一 致 连续 性 时 , 情况 完全 改变 了 . 

例如 , 乘法 群 R* 到 加 法 群 R 的 恒 等 映射 x 一 z 不 是 一 致 连续 的 ; 事实 上 , 对 于 
R* 中 的 单位 元 的 任何 邻 域 WW, W 的 平移 是 集合 AW, 而 显然 在 及 上 不 存在 O 的 邻 
域 V, 使 得 所 有 这 些 AW 是 了 阶 小 的 . 

同样 , 对 于 R* 上 建立 的 与 它 的 群 结构 相应 的 一 致 结构 , 甚至 对 由 及 的 一 致 结 
构 所 诱导 的 一 致 结构 而 言 , R* 到 R 的 映射 x 一 z-! 也 不 是 一 致 连续 的 ; 这 个 结论 
也 可 推广 到 映射 (z,y) 一 zy. 


定义 14-6 (拓扑 环 ) 拓扑 环 A 是 被 赋 有 拓扑 的 环 @, 对 于 这 个 拓扑 , 函数 (一 7)， 
(z+y) 和 z:y 都 是 连续 的 . 


更 确切 地 说 , 我 们 假设 4 到 4 上 的 映射 z 一 -z、4 x 4 到 4 的 映射 (7,Y) 一 
z 十 y 和 zy 都 是 连续 的 @. 

当 这 些 条 件 满足 时 , 我 们 说 4 上 的 拓扑 与 4 的 环 结 构 相 容 . 

特别 地 , 对 于 任何 拓扑 环 4, 4 的 拓扑 与 4 的 加 法 群 结构 相 容 . 


拓扑 环 的 例子 1° 对 于 任何 环 4, 如 果 我 们 对 4 赋 以 离散 拓扑 , 我 们 就 得 到 一 
个 拓扑 环 , 不 过 一 般 它 没有 多 大 意义 . 
2° 设 4 是 环 , 其 上 定义 了 非 负 实 值 函数 yp, 且 它 满足 : 


2(0)=0，%(z) >0 当 z#0, 


oO-Z) = 9(7); Pp(z+Yy) < (7) + PY); 


®@ 这 里 W+W={zt+ty|lz EWyeWw}. 一 一 译 者 注 
@@ 这 里 a+W= {fat+z|z €E W}. 一 一 译 者 注 
@ 集 合 4 称 为 环 , 是 指 其 上 定义 了 加 法 和 乘法 两 种 代数 运算 ; 对 于 加 法 4 形成 交换 群 , 而 对 于 
乘法 , 它 与 加 法 一 起 满足 分 配 律 : vz,y, z e 4， Z(y 十 2) = TYy+Yz, (7 十 z)z = yz+ zr. 译 者 注 
@ 原 文中 此 段 中 的 4 都 误 作 G. 一 一 译 者 注 
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p(T:Y) 入 2(Z) .2(y). 


对 于 任何 z,y e 4, 我 们 置 d(z,y) = yp(z 一 切 . 直接 可 得 d 是 4 上 的 距离 . 可 以 
验证 4 上 的 与 这 个 距离 相 联系 的 拓扑 (参见 第 15, 16 节 ) 与 4 的 环 结 构 是 相 容 的 . 


特殊 情形 a) 4 是 由 y(z) = |z| 定义 的 实数 环 及. 
b) 4 是 由 yp(f) = sup |f(z)| 的 定义 在 [0,1] 上 的 实 连续 函数 环 ; 
c) 4 是 取 复 元 素 的 n 阶 方 阵 环 ; 如 果 ai 是 矩阵 m e 4 的 元 素 , 令 


plm) = Dlail. 


d) 设 4 是 复 系数 单 变量 多 项 式 环 . 我 们 这 样 取 4 上 的 拓扑 : 4 的 零 元 有 和 集合 
V(e,n) (e > 0, n > 0 为 整数 ) 作为 邻 域 基 , 其 中 V(e,n) 表示 对 于 任何 i < n, 满足 
lai| 和 es 的 多 项 式 ao + aiz 十 … 十 anz"” 全 体 . 


定义 14-7 (拓扑 域 ) 拓扑 域 K 是 被 赋 有 与 K 的 环 结构 相 容 的 拓扑 的 域外 , 且 
对 于 该 拓扑 , K* 到 K 的 映射 了 一 Z- 1 是 连续 的 (其 中 K* 表示 K 中 的 不 同 于 0 的 
元 素 的 全 体 ). 

当 域 K 上 的 拓扑 满足 这 些 条件 时 , 我 们 说 它 与 K 的 域 结构 相 容 . 

拓扑 域 的 例 1° 被 赋 有 及 上 的 拓扑 的 实数 域 及. 


2° 及 的 有 理 数 域 Q. 
3。 复数 域 C, 其 上 的 拓扑 是 通过 对 应 


(a+ ib) 一 (ab 


由 R? 的 拓扑 转移 到 C 上 而 得 到 . 
这 个 拓扑 与 C 的 域 结构 相 容 是 因为 由 下 列 绝对 值 的 性 质 : 


|-z|=|z|, lai+z2|l < |z|+|z2l, lz122| = |z|: |z2l. 


我 们 也 可 给 出 更 一 般 的 陈述 : 
4 设 KK 是 域 , |z| 是 定义 在 K 上 的 非 负 实 数 函 数 , 不 恒 等 于 0 或 1, 且 具 有 下 
列 性 质 : 
I-z|=|z|, lz+y sgl|zl+ly, lz:y= |z|: lyl. 
不 难 由 这 些 性 质 得 到 , |e| = 1, 对 于 zxo, |z| 冯 0, 且 |0|=0. 
我 们 说 这 样 的 函数 是 K 上 的 绝对 值 , 置 d(x,y) = |z 一 yl, 我 们 使 它 联 系 了 KK 上 
的 一 个 距离 . 
初等 运算 指出 , 与 这 个 距离 相 联系 的 拓扑 是 与 K 的 拓扑 结构 相 容 的 . 
集合 K 称 为 域 , 是 指 它 首先 是 环 , 同时 它 的 所 有 非 零 元素 对 于 乘法 形成 群 。 ”一 一 译 者 注 
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当 K 是 域 C 时 , 与 绝对 值 相 联系 的 拓扑 恒 同 于 上 面 例 3 中 定义 的 拓扑 . 
四 元 数 域 是 另 一 个 被 赋 有 由 
la+bitcit+dk|= (a +b +e +d)/2 
定义 的 绝对 值 的 域 的 例子 . 


拓扑 向 量 空间 我 们 将 在 男 一 章 研究 赋 范 向 量 空间 , 它 是 拓扑 向 量 空间 的 重要 
例子 . 


III. 距离 空间 


在 拓扑 空间 中 , 邻 域 的 概念 用 来 明确 在 一 点 的 周围 一 个 集合 有 多 么 小 , 即 所 谓 
集合 之 小 的 阶 ; 由 此 得 出 收敛 性 和 连续 性 的 概念 

在 拓扑 群 中 , 平移 可 使 这 一 点 做 得 更 好 : 一 个 集合 有 多 么 小 可 通过 平移 把 它 与 
单位 元 的 邻 域 相 比 较 ; 于 是 我 们 可 谈论 函数 的 一 致 连续 性 . 

我 们 将 在 距离 空间 (距离 空间 的 一 般 定 义 是 M. Fréchet 给 出 的 ) 中 重新 发 现 类 
似 的 可 能 性 ; 然而 , 在 这 类 空间 中 , 两 点 的 靠近 程度 不 再 通过 参考 空间 的 一 个 特殊 点 
的 邻 域 来 确定 , 而 是 通过 依赖 这 两 个 点 的 一 个 数 来 确定 . 


815. 距离 和 拟 距离 
定义 15-1 所 谓 距 离 空间 是 由 任何 集合 已 和 马 x 媚 到 及; 上 的 映射 (7,y) 一 
d(x,y) 所 组 成 的 二 元 组 , 这 一 映射 具有 下 列 性 质 : 


Mi: (z=Y) < (d(x,y) =0); 
M2: d(x,y) = d(y, 2) (对 称 性 ); 
Ms: d(x,y) < d(x,z) 十 d(z,y) (三 角形 不 等 式 ). 


函数 d 称 为 距离 , 而 d(x,y) 称 为 点 x,y 之 间 的 距离 . 
例 1° 在 民 中 ,映射 (z,y) 一 |z 一 yl 是 常用 的 距离 . 
2° 更 一 般 地 , 设 G 为 交换 群 , x 一 p(z) 为 G 到 及; 的 映射 , 满足 
(C(z) = 0) > (z=0); p(-7z)=p(2); p(x +Yy) < pz) + p(y). 
如 果 对 于 任何 zye G, 置 d(x,y) = p(x 一 y), 直接 可 得 d 满足 公理 M1, Mo; 另 


(72—Y)=(z—z)+(z—Yy) 导致 p(z —y) < p(x -2z)+p(z—Yy), 
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从 而 
d(x,y) 和 dz,z) + d(z,y). 


因此 , d 就 是 G 上 的 距离 . 
3° 设 五 为 任意 集合 , 置 
dg 人 =0 当 z=y, dz 人 =1 当 z 尖 人 


直接 可 得 d 是 上 的 距离 ; 有 时 它 可 用 来 方便 地 构造 反例 . 


注意 , 集合 上 的 距离 d 不 是 定义 在 BB 上 的 函数 , 而 是 定义 在 5? 上 的 函 
数 ; 在 研究 距离 的 性 质 时 , 必须 记 住 这 点 . 
集合 上 的 拟 距离 ”利用 比 距 离 的 概念 限制 较 少 的 拟 距 离 概 念 , 经 常 比 只 研究 距 
离 要 方便 . 
定义 15-2 所 谓 集合 巨 上 的 拟 距离 , 是 指 任 何 满足 下 列 条 件 的 羽 x 万 到 瑟 ， 
的 映射 f: 


El: (z=Yy) => (f(x,y) =0); 
E>: f(z, y) 3 f(y, 2); 
Es: f(x,y) < f(z,z) + f(z,Y). 


与 距离 概念 仅 有 的 差别 在 于 f 可 取 值 +oo 以 及 两 个 不 同 点 可 以 有 零 拟 距离 . 因 
此 , 为 了 看 出 拟 距 离 f 是 否 为 距离 , 只 需 验 证 任何 f(z,y) 是 否 有 限 以 及 是 否 有 
天 2 一 (f(z,y) #0). 
例 设 w 是 已 到 以 的 映射 ; 由 
f(z,y) = |a(z) 一 ay)| 
定义 的 函数 f 是 拟 距 高 . 
例如 , 当 EE 是 [0,1] 上 的 数值 函数 的 集合 且 ae [0, 1] 时 , 定义 为 
fal(x,Y) = |z(a) —y(a)| 
的 函数 f。 是 上 的 拟 距 离 . 


拟 距 离 的 运算 ” 拟 距 离 的 好 处 在 于 对 它 进 行 最 一 般 的 运算 , 仍 能 保持 拟 距 离 性 ; 
这 一 灵活 性 使 它 用 起 来 非常 方便 . 

1° 任何 拟 距离 族 的 和 仍 是 拟 距 离 . 

特别 地 , 任何 距离 的 和 仍 是 距离 . 

2° 任何 拟 距 离 的 极限 是 拟 距 离 . 
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3° 任何 拟 距离 的 上 包 络 是 拟 距离 . 

事实 上 , 设 f(z,y) = sup ji(z,g, 其 中 fi 是 拟 距离 . B? 到 下 + 的 映射 f 显然 符 
合 公理 El, Ez; 另 一 方面 , 对 于 任何 i, 有 

filz, y) < filz, z) Eh fi(z,Y) < f(z, Z) 十 f(z,Y), 
那么 
f(z,y) < f(z,z) + f(z,Y)- 
因此 , f 就 是 拟 距离 . 特别 地 , 如 果 f; 只 有 有 限 个 , 且 都 是 距离 , 则 f 也 是 距离 . 
4° 设 a 是 集合 到 被 赋 有 拟 距 离 f 的 集合 的 映射 . 对 于 任何 z,y e E, 置 


e(z,y) = f(a(z), a(y)). 
直接 可 得 e 是 巨 上 的 拟 距 离 ; 我 们 称 它 为 f 通过 映射 a 的 逆 像 ， 
5° 我 们 说 页 到 页 ; 的 映射 为 规范 , 是 指 它 递增 , 且 
Pp(0) =0，p(z 十 ) < yp(z) 二 p(y) (次 可 加 性 )， 

可 以 验证 , 规范 族 对 下 列 运算 仍 保持 是 规范 : 加 法 , 取 简 单 极限 , 上 包 络 , 复合 : 
(p1, pa) 一 p1(p2). 

所 有 满足 wp(0) = 0 的 递增 止 函数 @ 是 规范 ; 事实 上 , yp 的 四 性 导致 

plutv) — p00+v) < ypu) — (0 A 人 mW plut+ ov) < pu) + pv). 

特别 地 , 函数 z/(1 + z) 和 inf(z,1) 是 规范 . 

对 于 任何 规范 p 和 任何 集合 BB 上 的 拟 距 离 f, p(f) 也 是 上 的 拟 距 离 : 性 质 
El 和 Es 是 明显 的 ; 另 一 方面 , 对 于 任何 z,y,z € EB, 置 

a = f(x,Y), b= f(z,2), c= f(y,2). 

关系 式 a < 5 十 c 蕴涵 p(a) < p(b+c) < vp(0) + 9(o): 

关系 式 p(a) < yp(b) 十 ylo) 证 明了 性 质 Es. 

6° 更 一 般 地 , 我 们 可 以 定义 (下 |:)* 上 的 规范 : 定义 这 个 集合 的 序 关系 如 下 : 当 
对 于 任何 让 有 zi < yi (i = 1,2,… ,n) 时 ,就 置 x < y, 且 对 于 所 有 i 通过 zi = zi 十 yi 
来 定义 z= z++y. 

于 是 所 谓 (及 |;)* 上 的 规范 是 指 该 集合 到 (及 |) 上 的 每 一 个 这 样 的 映射 , 它 递 
增 且 满足 

p(O0)=0, yp(z+Y) & op(7) + (YW) 
任何 在 (下;)* 上 递增 、 凸 、 一 次 正 齐 次 函数 pg@ 就 是 这 样 的 规范 ; 事实 上 , 凸 性 
@ 关 于 凸 函数 和 四 函 数 的 定义 和 性 质 参 见 第 二 章 的 第 16 至 18 节 . 根据 第 二 章 的 命题 17-1, 函数 

0 plz,) = 4 = 二 是 zy 的 递减 函数 . 从 而 易 证 p(w+) 一 p(0+0) < 


人 一 一 译 者 注 
Gop 息 ， 次 正 齐 次 西数 是 指 站 p 满足 : VA € 有 +， p(X7) = Xp(z). 一 一 译 者 注 


III. 距离 空间 . 53 . 


给 出 
p(s +)/2) < ao)+eGg)) 
而 由 正 齐 次 性 , 又 有 


p(T+Y) = 2p((z +Y)/2) < p(x) + p(Y). 


例如 , 当 (zi) 为 z 的 坐标 时 , 函数 


ee (7 可 ) 1/2 
具有 这 些 性 质 , 因而 它 是 一 个 规范 ; 同样 , 更 一 般 地 ， 


z 一 (二 mp) >) 


也 都 是 规范 . 

(R+)” 上 的 规范 可 用 来 方便 地 产生 拟 距 离 : 事实 上 , 如 果 广 , fo,… , f, 是 集合 
互 上 的 拟 距离 , p 是 ( 肛 ;)*” 上 的 规范 , 如 同 n = 1 那样 , 可 以 验证 , p( 有 所, f2,… , 朱 ,) 
是 巨 上 的 拟 距离 . 

例如 , (5j 内 )!/2 就 是 一 个 拟 距 离 . 


拟 距离 运算 的 应 用 1° R" 的 经 典 距离 ”我 们 以 (zi) 表示 R" 的 点 z 的 坐标 . 
对 于 任何 i, 置 
di(¥,Yy) = |xi — Yil; 
这 是 RR 的 距离 通过 映射 z 一 zi 的 逆 像 ; 因而 它 是 R* 上 的 拟 距 高. 
有 前 所 述 , 函数 


1/2 
d(z,y) = (Ze 一 oj ，d(z 几 =suplz 一 We 轨 =》 ri— yl 
i i 


都 是 R* 上 的 拟 距离 ; 由 于 他 们 都 是 有 限 的 , 且 仅 当 z = y 时 才 为 零 , 故 它们 都 是 Rn 
上 的 距离 ; 它们 中 的 每 一 个 都 对 R* 上 的 平移 不 变 . 
可 以 验证 , 这 些 距离 的 任意 两 个 的 比 都 是 有 界 的 ; 更 确切 地 说 , 有 


d<d<d’<nd. 


2° 距离 空间 的 积 ” 设 (EE) 为 赋 以 距离 d; 的 距离 空间 的 有 限 族 . 
在 E; 的 积 BE 上 , 每 个 函数 (z,y) 一 di(zi, yi) 是 拟 距 离 ; 因而 如 同上 述 例 子 一 
样 , 函数 


1/2 
d(x,y) 一 (5 d? (zi, 由 》 qd (z， y) = sup di(zi, Yi), d (zx,y) = Ddi(zi, Yi) 
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都 是 妃 上 的 拟 距离 ; 直接 可 得 这 些 都 是 距离 , 且 它 们 在 下 列 意义 下 是 可 比较 的 : 
ddadsgd <nd 


(其 中 中 是 玉 的 个 数 ). 

根据 不 同情 况 , 我 们 利用 这 些 距 离 中 的 某 一 个 ; 第 一 个 距离 a 仅 当 空间 i 为 向 
量 空间 , 距离 d; 由 纯 量 积 @ 导 出 时 , 才 予 使 用 ; 我 们 称 它 为 Descartes ( 笛 卡 尔 ) 距离 
或 Euclid ( 欧 几 里 得 ) 距离 ; 被 赋 有 这 样 距离 的 空间 R” 称 为 n 维 Euclid 空间 . 

3° 设 五 为 距离 空间 , d 为 它 的 距 高 . 

、 函数 内 =d/(L+d 和 4d” = inf(d,1) 也 是 上 的 距离 . 

我 们 有 d < d" < 2d', 因而 这 些 距 离 是 可 比较 的 . 我 们 可 看 出 , 它们 使 BB 有 与 
d 给 出 的 一 样 的 拓扑 和 一 样 的 “一 致 结构 ”, 而 由 于 它们 都 小 于 等 于 1, 故 经 常 有 其 引 
人 注目 的 方便 之 处 . 

4° 设 巨 为 集合 4 到 被 赋 有 距离 d 的 距离 空间 B 的 映射 全 体 . 

我 们 知道 , 对 于 任何 ce 4, d(x(a),y(a)) 是 上 的 拟 距 离 ; 这 个 拟 距 离 度 量 了 
函数 z,y 在 点 a 上 的 接近 程度 . 

更 一 般 地 , 对 于 每 个 X C 4, 置 : 


dx (z,Y) = sup d(x(0), y(o)). 


这 是 上 的 拟 距 离 , 它 度量 函数 z,y 在 和 上 的 接近 程度 ; 特别 地 ，d4 是 上 
的 仅 当 z = y 时 为 零 的 拟 距 离 : 因此 , 如 果 此 外 还 有 d < 1, 我 们 也 有 ds < 1, 于 是 
da 是 距离 . 

在 研究 一 致 收敛 时 , 我 们 将 利用 这 些 距 高. 

现在 我 们 将 要 引入 的 大 多 数 概念 都 可 用 明显 的 方式 推广 到 被 赋 有 一 个 拟 距 离 的 
集合 ; 但 我 们 仅 当 它 有 用 时 才 把 它 明 确 作 出 . 


定义 15-3 (距离 空间 的 距离 子 空间 ) 设 马 为 由 距离 d 定义 的 距离 空间 ,4 为 
轧 的 子 集 . 被 赋 以 由 d4 (zx,Yy) = d(z,y) 定义 的 距离 da 的 集合 4 称 为 忆 的 距离 子 
空间 , 这 里 x,y E 4. 

换 句 话说 , ds 是 d 在 EF? 的 子 集 42 上 的 限制 . 这 个 定义 为 我 们 提供 了 大 量 的 
距离 空间 的 例子 : 例如 , 当 R" 被 赋 以 上 面 定义 的 距离 之 一 , R" 的 任何 子 集 就 成 为 
R” 的 距离 子 空间 . 

定义 15-4 (等 距 映 射 ) 设 巨 和 E' 为 被 赋 以 距离 d 和 df 的 两 个 距离 空间 ; 
f:z 一 x' 为 马 到 EB' 上 的 双 射 . 


@@ 有 数量 积 的 向 量 空间 称 为 准 Hilbert 空间 , 或 内 积 空 间 . 其 定义 参见 第 三 章 第 14 节 . 
一 一 译 者 注 


II. 距离 空间 “55 ， 


我 们 说 有 是 等 距 映 射 , 是 指 对 于 任何 z,y e 忆 , 有 
d(x,y) = d (x',y). 


这 样 , 等 距 映 射 无 非 就 是 对 于 距离 空间 结构 的 同 构 . 


例 1° 在 被 赋 以 形 为 d(zx,y) = p(z 一 y) 的 距离 a 的 交换 群 中 , 对 称 和 任何 平移 
都 是 等 距 映 射 . 

2° 在 被 赋 以 其 经 典 距离 之 一 的 空间 R" 中, 任何 直线 是 等 距 于 数 直线 及 的 子 空 
间 ~ 

3° 可 以 证 明 , Euclid 空间 R"* 到 自身 的 保持 原点 的 等 距 映 射 无 非 就 是 R" 的 保 
持 二 次 型 下 z2 的 线性 变换 


定义 15-5 ( 开 球 、 闭 球 、 球 面 ) 在 任何 距离 空间 媚 中 , 所 谓 中 心 为 a、 半 径 为 
P (Pp 之 0 或 为 上 +oo0，a € 万 ) 的 开 球 (相应 地 , 闭 球 ), 是 指 满足 d(a, zx) < p (相应 地 ， 
人 <p) 的 马 的 点 工 的 全 体 B(a,p). 

当 户 是 Euclid 平面 RR? 时 , 我 们 经 常 把 球 这 个 词 换 为 圆 盘 . 

所 谓 中 心 为 a、 半 径 为 p > 0 的 球面 是 指 满足 d(a, x) = p 的 万 的 点 集 S(a,p). 

当 已 是 Euclid 平面 R?2 时 , 我 们 经 常 把 球面 这 个 词 换 为 圆周 . 


例 ”被 赋 以 距离 w(z,y) = sup |zi 一 yi| 的 Rn" 中 , 球 B(a,p) 是 边 平行 于 坐标 轴 
的 立方 体 . 

直接 可 得 , 任何 中 心 为 a 的 开 球 的 并 仍 是 开 球 ; 同样 , 任何 中 心 为 a 的 闭 球 的 交 
仍 是 闭 球 . 

这 里 必须 注意 , 空间 五 的 球 和 球面 一 般 没 有 R” 的 球 和 球面 的 任何 几何 性 质 . 
为 了 说 明 这 点 , 只 需 取 已 为 R” 的 任意 距离 子 空间 . 


定义 15-6 (直径 、 两 个 集合 间 的 距离 ) 所 谓 距离 空间 万 的 子 集 4 的 直径 , 是 
指 距离 d(z,y) 的 上 确 界 6(4), 这 里 z,y E 4. 

我 们 说 4 是 有 界 集 , 是 指 它 的 直径 有 限 . 

对 于 任何 集合 XX 到 距离 空间 马 的 映射 f, 所 谓 f 在 的 子 集 Y 上 的 振幅 是 
指 f(Y) 的 直径 . 


例 1° 平 面 三 角形 的 直径 为 它 的 最 长 边 的 长 度 . 

2° 半径 为 p 的 R” 的 球 的 直径 为 2p; 相反 , 在 任何 直径 为 po 的 距离 空间 中 , 任 
何 半径 p > po 的 球 的 直径 等 于 po. 

直接 可 得 , 距离 空间 的 有 界 子 集 无 非 就 是 有 限 半径 的 球 的 子 集 ; 两 个 有 界 集 的 
并 也 是 有 界 集 ; 并 且 


(4nBzFogl 一 (6(AUB) < 6(A) +6(B)). 
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定义 15-7 设 h,B 为 被 贼 以 距离 d 的 距离 空间 马 的 两 个 子 集 . 所 谓 4 和 号 
之 间 的 距离 d(4, B) 是 指 距离 d(z,y) 的 下 确 界 , 这 里 ze A,y EB. 
特别 地 , 对 于 任何 zeE 瑟 , 所 谓 xz 到 B 的 距离 dfz, 万 ) 为 


dw, B) = d({2}, B) = ip dy). 


例 1° 在 Euclid 平面 上 , 点 到 直线 D 的 距离 等 于 该 点 与 它 在 D 上 的 投影 间 的 
距离 . 
、~ 2 在 及 中 ,Q 与 [CQ 之 间 的 距离 为 零 . 
3。 双 曲线 的 一 支 到 它 的 渐 近 线 的 距离 为 零 . 


到 尽管 d(4, B) 称 为 4, B 间 的 距离 , 但 它 既 不 是 EE 的 子 集 集合 的 距离 , 甚至 
都 不 是 拟 距离 , 因为 三 角形 不 等 式 不 成 立 . 例如 , 当 
A=|[0,1], B=[1,2], C= [2,3), 


我 们 有 
d(A, B) = d(B,C) =0, 


d(A,C)=1. 


816. 距离 空间 的 拓扑 
在 被 赋 以 距离 空间 结构 的 集合 EE 上 , 所 有 可 能 定义 的 拓扑 中 , 有 一 个 拓扑 直接 
与 距离 相 联 系 , 它 称 为 距离 空间 EB 的 拓扑 . 


定义 16-1 在 距离 空间 媚 中 , 我 们 说 马 的 子 集 是 开 集 , 是 指 它 或 者 是 空 集 , 或 
者 对 于 任何 ze 4, 存在 中 心 为 z、 半 径 非 零 的 开 球 包含 在 4 中 . 

直接 可 得 , EB 的 开 集 全 体 满足 拓扑 空间 的 公理 01, 0。,， O03; 用 这 些 开 集 定 义 的 
马上 的 拓扑 称 为 距离 空间 EB 的 拓扑 . 

任何 开 球 B(a,p) 是 开 集 . 这 当 p = 0 是 显然 的 . 当 p> 0 时 , 设 re B(a,p); 于 
是 开 球 B(x, (p 一 d(a,z))) 包含 在 B(a,p) 中 , 因为 


d(z,y) <p 一 d(a,z) 导致 d(a,y) < d(a,7x)+d(z,y) < 0. 


由 此 得 到 , 任何 开 球 的 并 是 开 集 . 反之 , 开 集 的 定义 导致 任何 开 集 是 开 球 的 并 . 
这 样 , 的 开 集 和 开 球 的 并 是 一 回 事 . 


命题 16-2 ”任何 距离 空间 的 拓扑 是 分 离 的 . 
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事实 上 , 如 果 z 和 y 是 E 的 两 个 不 同 点 , 开 球 B(z,p) 和 B(y,p) (其 中 p < 
d(z,y)/2) 就 构成 zx 和 y 的 两 个 不 相交 的 邻 域 . 口 


推论 距离 空间 妃 的 点 列 (或 更 一 般 地 , 媚 的 滤 子 基 ) 至 多 只 能 有 一 个 极限 点 . 


注意 , 集合 上 的 拓扑 也 可 联系 上 的 拟 距 离 d 用 类 似 于 定义 16-1 的 方 
式 来 定义 ; 当 条 件 


(dz,y) =0) 一 (z= 


也 满足 时 , 它 也 是 分 离 的 . 
更 一 般 地 , 对 于 任何 拟 距离 , 我 们 可 以 分 离 两 个 满足 d(z,y) 头 0 的 点 z 和 y; 与 
此 相对 比 的 是 , 如 果 d(z,y) = 0, 那么 任何 z 的 邻 域 包含 y; 反之 亦 然 . 


命题 16-3 ”距离 空间 的 所 有 点 有 邻 域 的 一 个 可 数 基 . 

更 准确 地 说 , 对 于 趋向 于 0 的 大 于 0 的 所 有 数列 (pn), 开 球 或 闭 球 B(a, pw) 组 
成 a 的 邻 域 的 一 个 基 . 事实 上 ,含有 a 的 所 有 开 集 包含 一 个 球 B(a,p), 这 里 p > 0, 于 
是 也 包含 一 个 球 B(a, pn); 此 外 , 所 有 B(a, pn) 确实 是 a 的 一 个 邻 域 . 

以 下 是 这 个 性 质 的 几 个 推论 . 

命题 16-4 设 万 为 距离 空间 , 4 为 万 的 子 集 . 那么 


(a€ 4) < (dla, 4) =0) > (存在 4 的 收敛 于 a 的 点 列 (zn)). 


关系 式 a€ A 和 d(a, 4) = 0 都 等 价 于 AN B(a,1/n) 对 于 任何 n 都 非 空 ; 因此 ， 
它们 相互 也 等 价 . 由 它们 也 可 导 得 , 对 于 任何 整数 n, 存在 4 在 B(a, 1/n) 中 的 点 x. 
点 列 (zn) 显然 收敛 于 a. 

逆 命 题 对 于 任何 拓扑 空间 都 成 立 . 


命题 16-5 设 马 为 距离 空间 , (zn) 为 马 的 点 列 . 那么 
(a 是 点 列 (zn) 的 附着 值 ) > (存在 收敛 于 a 的 子 列 (zn,)). 


证 明 与 上 面 完 全 类 似 . 

下 面 是 一 个 非常 有 用 的 命题 : 

命题 16-6 设 马 为 距离 空间 , 4 为 万 的 子 集 , f 为 4 到 拓扑 空间 的 映射 . 
对 于 任何 we 本 和 be 下 列 性 质 等 价 : 

1° 对 于 4 的 任何 趋向 于 a 的 点 列 (zn), lim f (xn) = 也 

2° lim f(z) =&. 


证 明 ”我们 来 证 明 1° 一 > 2°. 
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事实 上 , 如 果 f(x) 当 zx 趋向 于 a 时 不 趋向 于 b, 那么 存在 b 的 邻 域 V, 使 得 对 
于 任何 a 在 4 中 的 邻 域 w 有 f(v) & TV; 特别 地 , 存在 点 zs € 4m B(a,1/n), 使 得 
f(zn) 和 TV; 点 列 (zn) 收敛 于 a, 而 f(zn) 不 收敛 于 b. 这 与 假设 矛盾 . 口 
道 命题 2 一 > 1° 在 任何 拓扑 空间 中 成 立 . 


推论 16-7 距离 空间 万 到 拓扑 空间 下 的 映射 f 在 点 a 上 连续 , 等 价 于 对 于 任 
何 媚 的 收敛 于 a 的 点 列 (zn), 点 列 (f(zn)) 收敛 于 f(a). 


这 是 上 述 命 题 的 特殊 情形 . 


推论 16-8 距离 空间 马 到 拓扑 空间 下 的 映射 了 在 已 上 连续 , 等 价 于 ff 在 到 
的 任何 紧 集 上 的 限制 连续 . 


正 命 题 是 显然 的 . 反之 , 假设 f 在 任何 紧 集 上 的 限制 连续 ; 对 于 任何 we E 和 
任何 趋向 于 a 的 序列 (z), 集合 {a, zi x2,… 上} 是 紧 集 , 故 f(zn) 趋向 于 f(a). 根据 


定义 16-9 (函数 在 一 点 上 的 振幅 ) 设 /为 拓扑 空间 忆 到 距离 空间 下 的 映射 . 
对 于 任何 ae 五 , 所 谓 f 在 点 a 上 的 振幅 , 是 指 及; 中 这 样 的 元 素 , 它 等 于 在 a 的 
邻 域 V 上 的 振幅 的 下 确 界 ; 换 句 话说 , 它 等 于 inf 6(f(V)), 其 中 VV 遍历 . 


例如 , 可 以 验证 , 这 个 振幅 为 零 等 价 于 f 在 a。 上 连续 . 
用 类 似 的 方式 可 以 定义 f 在 使 ae 4 的 户 的 子 集 4 上 对 于 a 的 振幅 . 


距离 和 拓扑 之 间 的 关系 ”我 们 已 经 对 一 个 集合 上 的 距离 联系 一 种 拓扑 . 有 时 , 利 
用 该 距离 来 研究 E 的 拓扑 性 质 是 很 方便 的 ; 例如 , 对 于 五 的 任何 点 zx, 中 心 为 z 的 
诸 球 组 成 > 的 邻 域 基 , 由 此 可 导 得 下 列 等 价 性 质 : 

对 于 瑟 的 任何 点 列 (zm)， 


(lim zn = a) < (limd(a, zn) = 0). 
对 于 到 距离 空间 F 的 任何 映射 f, f 在 点 a 上 的 连续 性 等 价 于 下 列 条 件 : 
Ye >0,3n>0 使 得 (dlaz) <n) 一 (d(f(a),f(7)) < eo). 


然而 , 滥用 距离 往往 会 使 证 明 变 繁 , 并 且 掩 盖 了 现象 的 真正 起 因 . 
产生 这 种 情况 的 部 分 原因 在 于 集合 马上 的 许多 不 同 的 距离 可 以 联系 同一 个 拓 
扑 ; 因此 , 这 些 距离 并 不 是 研究 这 一 拓扑 的 内 在 的 工具 . 
另 一 个 使 距离 的 应 用 受到 限制 的 原因 在 于 某 些 在 研究 最 经 典 的 问题 中 非常 有 用 
的 拓扑 空间 不 是 可 距 的 ,> 即 不 能 通过 距离 来 定义 . 
我 们 将 通过 某 些 陈述 来 明确 距离 和 拓扑 之 间 的 关系 . 
@ 也 可 说 是 “可 度量 化 ”的 . 


II. 距离 空间 “ 59. 


命题 16-10 设 d 和 dd’' 为 集合 巨 上 的 两 个 距离 . 
如 果 它 们 同时 趋向 于 零 (意义 为 对 于 任何 。 > 0, 存在 m > 0, 使 得 (d(x,y) < 
导致 (d'(z,y) < e), 反之 亦 然 ), 那么 联系 d 和 dl 的 拓扑 恒 同 . 


事实 上 , 由 假设 可 得 , 被 赋 有 与 d 相 联 系 的 拓扑 的 已 到 被 赋 有 与 d 相 联系 的 拓 
扑 的 上 的 映射 z 一 z 是 双方 连续 的 , 因而 是 同 胚 . 


例 1° 对 于 上 的 任何 距离 d, BB 上 联系 距离 d, d/(1 十 qd), inf(l,d) 的 拓扑 都 
是 相同 的 . 
2° 设 忆 是 被 赋 以 距离 d; 的 距离 空间 ; 的 乘积 . BE 上 的 联系 距离 


(二 d) 》 sup di, bb di 
的 拓扑 都 是 恒 同 的 ; 事实 上 , 我 们 已 经 知道 , 这 些 距 离 相 互 间 的 比 是 有 界 的 . 


不 能 错误 地 认为 “ 当 上 的 联系 两 个 距离 的 两 个 拓扑 恒 同 时 , 这 两 个 距离 
就 满足 命题 16-10 中 用 过 的 典型 关系 ”. 例如 , 在 R* 上 , 距离 lz -yl 和 |1/z 一 1/yl 
对 R* 给 出 通常 的 拓扑 , 但 当 lz -y| 趋向 于 零 时 , |1/z - 1/y| 并 不 趋向 于 零 @. 


命题 16-11 1° 一 个 距离 空间 妃 的 任何 距离 子 空间 有 蕊 的 拓扑 的 诱导 拓扑 作 
为 拓扑 . 
2° 任何 有 限 个 距离 空间 ; 的 积 距 离 空 间 轧 有 轧 的 积 拓 扑 作为 拓扑 . 


证 明 1° 这 是 直接 可 得 的 , 因为 对 于 任何 4 C E, 4 的 开 球 是 EE 的 开 球 在 4 上 
的 迹 . 

2° 我 们 已 经 知道 , 三 种 距离 ( 江 42)1/2, sup di, di 在 巨 上 定义 了 同样 的 拓扑 . 
例如 , 利用 第 二 种 距离 : 对 于 任何 妃 的 点 a = (ai), 开 球 B(a,p) 是 开 球 Bi(ai,p) C BE; 
的 积 . 

因此 , 这 些 球 既 对 于 与 EB 的 距离 相 联 系 的 拓扑 , 也 对 于 E; 的 拓扑 的 积 拓 扑 , 组 
成 a 的 邻 域 基 . 口 


例 在 R" 中 , 至 此 所 用 的 积 拓扑 恒 同 于 与 Buclid 距离 相 联系 的 拓扑 . 


$17. 一 致 连续 性 


正如 在 拓扑 群 的 情形 中 , 谈论 一 个 集合 有 和 多么 小 的 可 能 性 使 我 们 可 以 谈论 函数 
的 一 致 连续 性 . 
@ 当 z 关 0 固定 时 , |z 一 y| 与 |1/z 一 1/y| 必定 同时 趋向 于 零 . 问题 在 于 当 z,y 都 可 变动 时 , 例如 
取 z=2c,y=ee 一 0， 于 是 有 
| | 
= a 


一 DO. 


rr Y 2e 


换 句 话说 , 这 两 个 距离 给 出 的 拓扑 是 一 样 的 , 但 给 出 的 一 致 结构 是 不 一 样 的 . 一 一 译 者 注 
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定义 17-1 我 们 说 距离 空间 马 到 距离 空间 下 的 映射 f 是 一 致 连续 的 , 是 指 对 
于 任何 s > 0, 存在 mn > 0, 使 得 (dp(z,y) 7) 一 (dF (f(z), f(y)) < 6). 一 个 或 许 更 
富 启发 性 的 定义 是 下 面 这 个 . 
定理 17-2 我 们 说 f 是 一 臻 连续 的 , 如果 对 于 所 有 s > 0, 存在 n > 0, 使 得 对 
于 任何 XC 已， 
(6(X) 7) 一 (bf(X)) 和 esh)， 


其 中 6 表示 万 中 和 万 中 的 直径 . 


注 1° 这 一 定义 突出 了 一 致 连续 和 所 有 点 上 连续 之 间 的 差别 . 
f 的 连续 性 可 表述 为 : 


(Vz € E) (Ve > 0) (43m > 0): (ds(z,Y) < 7 => (dr (f(z), yj)) <& e). 
一 致 连续 性 可 表述 为 : 
(ve > 0) (3n > 0): (dg(2,y) < 7) 一 (dr(f(7), f(y)) < e). 


在 第 一 种 情形 下 , n 取决 于 z 和 e 的 选择 ; 而 在 第 二 种 情形 下 , ”只 依赖 于 e 的 
选择 . 

这 个 注 就 明显 地 证 实 : 如 果 f 一 致 连续 , 那么 它 也 连续 . 但 逆 命 题 是 错误 的 ; 例 
如 , 恨 到 R 的 映射 f : zx 一 zx? 不 是 一 致 连续 的 , 因为 对 于 任何 7 > 0, f 在 区 间 
[a,a 十 | 上 的 振幅 w(a) 大 于 等 于 |2an 十 怠 |, 而 这 些 w(a) 并 非 与 a 无 关 地 有 界 . 

同样 , (0, 1) 到 (-1,1) 的 映射 f: z 一 sin(1/z) 不 一 致 连续 , 尽管 它 有 界 ; 事实 
上 , 在 每 个 区 间 (0,7) 上 , f 的 振幅 等 于 2. 

相反 , 我 们 将 看 到 , 当 五 紧 时 , 疼 命题 亦 成 立 . 

2° 对 于 拓扑 群 到 距离 空间 或 者 距离 空间 到 拓扑 群 的 映射 , 我 们 可 以 相当 容易 地 
形成 一 致 连续 的 概念 . 这 将 是 可 以 用 集合 上 的 一 致 结构 来 表述 的 一 般 的 一 致 连续 概 
念 的 新 例子 ; 而 距离 空 间 和 拓扑 群 是 有 这 种 一 致 结构 的 两 个 重要 例子 . 


连续 模 和 Lipschitz 映射 设 p 为 下 ;到 页 ; 的 递增 映射 , 它 在 点 0 上 连续 ， 
且 满 足 p(0) = 0; f 为 距离 空间 到 距离 空间 FF 的 映射 . 
我 们 说 f 有 wv 作为 连续 模 , 是 指 对 于 任何 z,y e BE, 有 


d(f (2), f(y)) < pld(z,Y)). 


由 于 lim p(z) = 0， 故 f 一 致 连续 . 
反之 , 如 果 f 一 致 连续 , 那么 对 于 任何 ww > 0, 可 置 


p(u) = sup(d(f (x), f(y))), 
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这 里 上 确 界 对 于 所 有 满足 d(x,y) < wv 的 z,y eB 来 取 . 

直接 可 得 p 是 f 的 连续 模 . 

因此 , 一 致 连续 的 概念 可 以 用 连续 模 来 表达 . 

如 果 f 把 映射 到 下,g 把 下 映射 到 G, 并且 f 和 g 分 别 以 p 和 > 作为 连续 
模 , 那么 映射 go f 有 yow 作为 连续 模 . 

在 分 析 中 , 最 常用 的 连续 模 是 形 为 w 一 ku® (a > 0) 的 函数 yp; a = 1 的 情形 就 
是 所 谓 Lipschitz 映射 . 更 明确 的 陈述 为 : 

定义 17-3 设 开 为 大 于 0 的 数 . 我 们 说 映射 f 是 比 为 上 的 Lipschitz 册 射 , 是 

间 对 于 任何 z,y e E, 有 
d(f(z), f(y)) < kd(x,y). 

当 大 < 1 时 , 我们 说 f 是 压缩 映射 或 者 简称 压缩 . 


例 1° 设 为 定义 在 及 的 区 间 上 的 可 导数 值 函 数 . 如 果 f 是 比 为 的 Lipschitz 
映射 , 那么 关系 式 |Af/Az| < 指出 |f'| < %; 反之, 如 果 |f'| < ,那么 有 限 增 量 定 
理 指出 

IAf|= |f(z) — f(%)|=|(z -f(z2)| < klAz|, 
从 而 f 是 比 为 上 的 Lipschitz 映射 . 

2° 对 于 任何 距离 空间 E; 的 积 EB, B 在 空间 EB; 上 的 投影 有 是 比 为 1 的 Lipschitz 
映射 (对 于 EB 上 的 常用 的 三 种 距离 中 的 任意 一 个 ). 

3° 设 互 为 距离 空间 , d 为 它 的 距离 . x 太 到 RR 上 的 映射 (z,y) 一 d(z,y) 在 对 
互 x B 的 赋 以 定义 为 


d"((z,Y), (27, )) = d(x, x’) + d(y, y) 


的 距离 wy 时 , 是 比 为 1 的 Lipschitz 映射 . 
事实 上 , 三 角形 不 等 式 给 出 


d(z’',y) < d(z’, 1) + d(z,y) + d(y,y), 
而 对 d(z,y) 有 类 似 的 关系 式 , 故 
ld(z’,y) — ad(z,W)| < d(x,7) + d(y,y) = d"((z,y), (2,Y)). 


对 于 另外 两 个 常用 距离 , 比 1 应 该 分 别 换 为 V2 和 2. 
同样 , 对 于 任何 we EE, 映射 z 一 d(a, z) 是 比 为 1 的 Lipschitz 映射 
由 距离 的 连续 性 得 到 , 对 于 任何 4c E, 有 5(4) = 56(4). 由 此 也 推 得 下 列 命 题 : 


命题 17-4 对 于 任何 紧 集 4, B C , 存在 ae A, be B, 使 得 d(a,b) = d(A,B). 
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证 明 函数 d 在 紧 集 4 x B 上 连续 , 故 它 有 界 , 且 在 茶点 (a,b) 上 达到 其 下 确 
界 . 因此 , 命题 成 立 . 

同样 , 也 存在 点 (a', 5), 在 其 上 达到 它 的 上 确 界 ; 特别 地 , 当 4 = B 时 , dao 
等 于 4 的 直径 . 口 


推论 17-5 如果 在 羽 中 任何 闭 球 是 紧 集 , 那么 对 于 任何 x € EE 和 任何 巨 的 闭 
集 局 , 存在 ye FF 满足 d(x,y) = d(x, 下). 


为 此 只 需 对 两 个 紧 集 {z} 和 FN B(z,7) 应 用 命题 17-4, 其 中 > 表示 任意 大 于 
d(z, 下 ) 的 数 . 口 


一 致 结构 的 同 构 “等 价 距离 ”我 们 已 经 先 对 拓扑 空间 定义 了 同 构 的 概念 ( 即 同 
胚 ), 然后 也 对 距离 空间 定义 了 同 构 的 概念 ( 即 等 距 ). 我 们 将 看 到 , 还 存在 一 个 中 间 
的 概念 , 它 能 表达 某 种 保持 集合 有 多 小 的 特性 . 

定义 17-6 设 马 ,BE' 为 两 个 距离 空间 , f 为 忆 到 EB' 上 的 双 射 . 我 们 说 是 万 ， 
EB' 的 一 致 结构 同 构 , 是 指 f 和 f-! 都 是 一 致 连续 的 . 


如 果 我 们 以 dd 表示 E, 及 上 的 距离 , 这 个 定义 可 直接 转述 为 : 双 射 f: z 一 x 
是 同 构 , 是 指 存在 两 个 连续 模 yp 和 w', 使 得 对 于 任何 z,y e E, 有 


d(x’,y) < pd(z,y), dd(z,y) < vp'(d(z',Y)), 


或 者 更 简洁 地 说 , d(z,y) 和 d (zy) 同时 趋向 于 0. 
显然 , 两 个 同 构 的 积 仍然 是 同 构 . 


例 1° 设 f 为 紧 距离 空间 EB 到 紧 距离 空间 B' 的 同 胚 . 由 于 f 和 广 ! 是 连续 
的 , B, E' 是 紧 的 , 这 两 个 映射 都 是 一 致 连续 的 (参见 第 18 节 ). 因此 , f 是 包 和 EE 
的 一 致 结构 的 同 构 . 

2。 相反, 及 到 (-1,1) 的 映射 > 一 z/(1+ |z|) 一 致 连续 , 且 这 是 一 个 同 胚 . 但 
f-! 不 一 致 连续 , 故 f 不 是 同 构 . 


定义 17-7 设 d,d' 是 集合 忆 上 的 两 个 距离 . 我 们 说 它们 是 等 价 距离 , 是 指 被 
赋 以 距离 d 的 互 到 被 赋 以 距离 dl 的 马上 的 恒 等 映 射 z 一 x 及 其 逆 都 是 一 致 连 
续 的 . 

这 显然 是 同 构 的 特殊 情形 ; 条件 可 简单 地 转述 如 下 : 在 命题 16-10 的 意义 下 ， 
d(z,y) 和 d(z,y) 同时 趋向 于 0. 


例 距离 空间 的 积 上 的 三 个 常用 距离 是 等 价 距离 . 
很 明显 , 距离 空间 上 的 连续 和 一 致 连续 的 概念 在 用 一 等 价 距离 来 闪 换 原 距 离 时 
不 变 . 
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818. 紧 距离 空间 


我 们 将 把 本 节 的 研究 建立 在 下 列 基本 引 理 的 基础 之 上 . 


引 理 18-1 设 万 为 距离 空间 , K 为 马 的 有 下 列 性 质 的 闭 子 集 : KK 的 任何 无 限 
点 列 包 含 收敛 子 列 . 

则 对 于 任何 履 盖 KK 的 互 的 开 集 族 (wijier 存在 数 p > 0, 使 得 对 于 任何 ze 天 ， 
开 球 B(x,p) 至 少 包含 在 一 个 wi 中 . 


证 明 总 之 , 这 里 要 指出 , 不 仅 是 ww 覆盖 K, 而 且 它 们 在 陈述 中 所 明确 的 意义 
下 , p 一 致 地 覆盖 K. 

假设 不 存在 这 样 的 p; 于 是 对 于 任何 整数 w 存在 K 的 点 zn, 使 得 B(zx, 1/n) 
不 在 任何 wi 中 ; 这 个 点 列 (za) 有 一 收敛 子 列 (zw); 设 a 为 这 个 子 列 的 极限 . 

由 于 K 是 闭 集 , 故 a 属于 天 . 从 而 存在 包含 a 的 族 中 的 开 集 w; 设 B(a,) 是 
中 心 为 a 包含 在 w 中 的 开 球 . 

根据 三 角形 不 等 式 , 球 Blzu, (和 一 en,)) (其 中 sw = d(a, zn,)) 包含 在 B(a 和 
中 , 故 更 是 在 w 中 . 由 于 当 ni 一 co 时 , en, 趋向 于 0, 只 要 ni 充分 大 , 球 B(z ,1/mi) 
就 包含 在 w 中 , 与 假设 矛盾 . 

这 一 矛盾 就 证 明了 引 理 . 口 


”不 能 错误 地 认为 , 对 于 距离 空间 的 任何 子 集 K, 引 理 陈述 的 性 质 还 是 成 立 
的 . 例如 , 当 吾 = RK = (0,1), 退化 为 开 集 (0,1) 的 族 (i) 就 不 具有 所 述 性 质 . 对 
于 五 = KK = (0,1), 我 们 得 到 一 个 类 似 的 例子 , 并 且 这 里 K 在 EE 中 是 闭 集 . 


这 条 引 理 有 一 些 重要 的 推论 , 特别 是 下 面 的 定理 18-2 和 18-4. 


定理 18-2 对 于 任何 距离 空间 媚 , 下 列 四 条 性 质 是 等 价 的: 

1° 马 是 紧 的 ; 

2° 马 的 任何 无 限 点 列 至 少 有 一 个 附着 点 ; 

3° 互 的 任何 无 限 点 列 包含 一 个 收敛 子 列 ; 

4? 互 的 任何 无 限 子 集 至 少 有 一 个 聚 点 . 

证 明 

1° 一 > 2° 根据 命题 11-5. 

2° 一 > 3° 根据 命题 16-5. 

3° 一 > 4°. 事实 上 , 如 果 4 是 B 的 无 限 子 集 , 那么 存在 4 的 不 同 点 的 无 限 点 
列 (zn); 它 包含 收敛 子 列 ; 如 果 z 是 子 列 的 极限 , x 显然 为 4 的 聚 点 . 

4° 一 > 1°. 事实 上 , 假设 EB 的 任何 无 限 子 集 至 少 有 一 个 聚 点 . 

设 (wi)jier 为 五 的 开 覆 盖 ; 我 们 将 由 它 选 出 EB 的 有 限 子 覆盖 , 从 而 也 就 证 明了 
五 的 紧 性 . 口 


“64 第 一 章 拓扑 空间 和 距离 空间 


根据 上 述 引 理 , 存在 数 p > 0, 使 得 EE 的 任何 开 球 B(z, p) 至 少 包含 在 族 的 一 个 
Li 中 . 

设 zi 为 B 的 点 ; 如 果 B(z1,p) 不 覆盖 E, 那么 存在 点 za 使 得 d(x1, x2) > p. 
一 般 可 假设 已 定义 相互 间距 离 大 于 等 于 p 的 点 x1, x32,… ,zp. 如 果 B(znp) (n = 
1,2,… ,p) 的 并 不 覆盖 已 , 就 存在 点 zp+l, 使 得 zp41 到 zw (n < p) 的 距离 大 于 等 
于 pp. 

zn 的 序列 不 可 能 是 无 限 的 ; 否则 这 些 zn 构成 一 个 相互 间距 离 大 于 等 于 p 的 无 
限 点 集 , 从 而 排除 了 有 聚 点 的 可 能 性 , 与 假设 矛盾 . 

因此 , 存在 整数 p, 使 得 B(zn,p) (n < p) 的 族 覆 盖 E; 而 它们 每 一 个 又 包含 在 


推论 设 关 是 距离 空间 万 的 子 集 . 久 在 巨 中 相对 紧 等 价 于 六 的 任何 无 限 点 
列 包 含 收 全 于 马 的 点 的 无 限 子 列 . 


证 明 1。 事实 上 , 如 果 叉 是 紧 集 , 那么 X 的 任何 无 限 点 列 也 是 藉 的 无 限 点 列 ， 
从 而 它 包含 在 刀 中 收敛 的 子 列 . 

2° 反之 , 如 果 所 述 成 立 , 我 们 证 明 是 紧 集 . 设 (zn) 是 对 的 点 列 ; 对 于 任何 
n, 存在 ze 和 使 得 d(zn,z%) < 1/n; 点 列 (zx) 包含 收敛 于 五 的 点 a 的 子 列 (zx4,); 
于 是 点 列 (zw) 显然 也 收敛 于 a, 故 它 是 广 的 附着 值 , 从 而 在 和 中 . 

这 样 , 根据 定理 18-2, 又 是 紧 集 . 口 


我 们 不 难 用 序列 的 聚 点 或 者 附着 点 来 陈述 一 系列 等 价 的 准则 . 
命题 18-3 任何 紧 距离 空间 妃 有 开 球 组 成 的 可 数 基 . 


证 明 事实 上 , 对 于 任何 整数 n, 开 球 B(z,1/m) 覆盖 E, 故 存 在 这 些 球 的 有 限 
族 .多 , 也 覆盖 E; 这 些 有 限 族 的 并 就 是 所 求 的 可 数 基 : 事实 上 , 对 于 五 的 任何 开 集 w 
和 任何 x e w, 存在 包含 > 且 直 径 任意 小 的 这 个 族 的 元 素 B; 所 有 这 种 元 素 B 中 之 
一 Bs 可 包含 在 w 中 , 而 w 显然 是 这 些 B, 的 并 . 口 

推论 任何 紧 距离 空间 包含 处 处 稠密 可 数 子 集 . 

事实 上 , 如 果 (B,) 是 我 们 刚才 构造 的 可 数 球 族 , z; 表示 Bi 的 任意 点 , 那么 zi 
的 集合 就 回答 了 这 一 问题 . 口 

定理 18-4 任何 紧 距 离 空 间 马 到 另 一 距离 空间 尺 的 连续 映射 f 是 一 致 连 
续 的 . 

由 于 这 条 定理 的 重要 性 , 我 们 将 给 出 两 个 证 明 . 


第 一 个 证 明 设 s > 0. 由 于 f 连续 , 我 们 可 以 对 任何 z e E, 联系 开 邻 域 w， 
使 得 f 在 ws。 上 的 振幅 小 于 等 于 <. 
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设 p 为 根据 引 理 18-1 得 到 的 联系 wo 族 的 数 . 任何 EE 的 球 B(y, po) 至 少 包含 在 
一 个 wz 中 ; 于 是 在 这 个 球 上 , f 的 振幅 小 于 等 于 se; 这 就 证 明了 f 的 一 致 连续 性 . 口 


第 二 个 证 明 如果 f 不 一 致 连续 , 那么 存在 数 。 > 0, 使 得 对 于 任何 整数 n > 0， 
存在 两 个 点 zn 加 E 五 , 使 得 


dtzngym <1/n, dzn), fn)) > e. 


由 序列 (za) 可 以 选 出 子 列 (zw,) 收敛 于 的 点 a; 由 于 lim d(zn,yn) = 0, 故 序 
列 (yn;) 也 收敛 于 a. 因此 , a 的 任何 邻 域 V 包含 点 对 (zn,yn); 但 f 在 任何 VV 上 的 
振幅 至 少 等 于 s, 故 f 在 a 上 不 连续 . 这 就 与 假设 矛盾 . 口 


我 们 可 以 推广 定理 18-4, 得 到 略微 一 般 而 非常 方便 的 命题 如 下 ; 


定理 18-5 设 马 为 距离 空间 , KK 为 包含 在 巨 中 的 紧 集 , 为 媚 到 距离 空间 下 
的 映射 . 如 果 f 在 K 的 任何 点 上 连续 , 那么 f 在 天 的 周围 按 下 列 意义 下 一 致 连续 ; 
对 于 任何 s > 0, 存在 数 p > 0, 使 得 对 于 任何 ze K, f 在 球 B(x,p) 上 的 振幅 小 于 
等 于 &. 


证 明 可 采用 证 明 18-4 的 一 种 方式 来 进行 , 例如 对 于 如 下 定义 的 开 集 ws 的 族 应 
用 引 理 18-1: 对 于 任何 > e K, ws 是 其 上 f 的 振幅 小 于 等 于 es 的 中 的 zx 的 开 
邻 域 . 

注意 , 在 这 一 命题 中 , 我 们 完全 没有 假定 f 在 K 以 外 的 连续 性 . 


819. 连通 距离 空间 


对 于 距离 空间 , 我 们 将 看 到 可 以 把 连通 性 的 直观 概念 表达 得 更 为 精确 . 


定义 19-1 距离 空间 媚 称 为 链 锁 的 ,是 指 对 于 任何 百 的 点 对 (a,b) 和 任何 
e > 0, 存在 巨 的 有 限 点 列 a1,… ,an 满足 al = a, an = 5b, 且 对 于 任何 i < n, 有 
d(ai, ai+1) < E); 换 句 话说 ， 我 们 可 以 用 一 条 步 长 至 多 为 & 的 链 将 a 和 b 连接 起 来 . 


命题 19-2 ”任何 连通 距离 空间 羽 是 链 锁 的 . 


证 明 设 ae ,EB(a,e) 为 忆 的 可 以 用 一 条 步 长 不 超过 < 的 链 与 o 相连 的 z 的 
全 体 . 这 个 集合 非 空 , 因为 它 包 含 a; 它 是 开 集 , 因为 如 果 z e E(a,e), 那么 所 有 满足 
d(z,y) < s 的 y 也 是 E(a,e) 的 元 素 ; 它 是 闭 集 , 因为 如 果 x 是 E(a,e) 的 聚 点 , 那么 
存在 E(a,e) 的 点 y, 满足 d(x,y) < &. 

由 于 是 连通 的 , 故 有 E(a,e) = 互 , 换 句 话说 , 我 们 可 以 把 五 的 任何 点 b 用 一 
条 步 长 不 超过 = 的 链 与 a 相连 . 因此 , 妃 是 链 锁 的 . 口 


不 能 错误 地 认为 : 反之 , 任何 链 锁 距 离 空间 是 连通 的 . 例如 , 有 理 数 集 Q 是 
链 锁 的 , 但 并 不 连通 . 相反 , 逆 命 题 当 EE 紧 时 是 正确 的 . 
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命题 19-3 ” 紧 距 离 空 间 连 通 等 价 于 它 是 链 锁 的 . 


证 明 余下 的 是 证 明 这 一 等 价 性 的 一 部 分 . 于 是 设 E 是 紧 距 离 空 间 . 如 果 它 不 
连通 , 那么 存在 把 EE 分 为 两 个 非 空 闭 集 轧 和 Es 的 分 划 . 由 于 El 和 Ez 是 紧 的 ， 
它们 的 距离 6 不 是 零 . 我 们 不 能 把 轧 的 点 和 Ez 的 点 用 步 长 不 超过 6/2 的 链 连接 ， 
否则 设 (a1,a2,… ,an) 为 这 样 的 链 , i 为 使 wu e Eo 的 最 小 指标 ; 那么 a;_1 € Bi, 并 
且 d(ai_1,Qi) < 6/2, 与 等 式 

ad(Fi, E2)=6 


矛盾 . 换 句 话说 , 如 果 巨 是 链 锁 的 , 它 也 是 连通 的 . 口 
推论 19-4 恨 的 任何 紧 区 间 都 是 连通 的 . 


事实 上 , 任何 区 间 [a,4] 是 紧 的 , 且 它 显然 是 链 锁 的 (利用 点 a 十 ne). 

更 一 般 地 , 设 为 R 的 任意 区 间 , zo e E; 对 于 任何 z € E, 有 [zo,z] C EB, 故 
已 是 紧 空 间 [zo, z] 的 并 ; 因而 它 是 连通 的 . 

反之 , 我 们 在 研究 连通 拓扑 空间 时 已 经 看 到 , R 的 不 是 区 间 的 子 集 不 是 连通 的 . 
总 之 : 


命题 19-5 RR 的 仅 有 的 连通 集 是 区 间 ( 开 、 半 开 或 者 闭 ). 
推论 ”对 于 连通 拓扑 空间 轧 上 的 任何 连续 数值 函数 f, 集合 f( 思 ) 是 下 的 区 间 . 
因此 , 当 f 在 巨 上 又 取 正 值 、 又 取 负 值 时, 它 一 定 在 E 的 一 个 点 上 取 零 . 


应 用 19-6 设 f 是 定义 在 及 的 区 间 上 的 严格 递增 的 连续 数值 函数 . 

由 于 了 是 和 f(E) 的 序 同 构 , 它 也 是 对 于 与 这 些 次 序 相 联系 的 拓扑 的 同 胚 . 
既然 f 连续 , 故 f(E) 是 区 间 ; 因此 , 在 f(B) 上 序 拓扑 恒 同 于 R 的 拓扑 的 诱导 拓扑 ; 
对 于 马 也 一 样 . 这 样 , f 是 区 间 EB 和 f(E) 的 同 胚 ; 从 而 反 函 数 广 ! 也 是 连续 的 和 
严格 递增 的 . 

当 f 严格 递减 时 , 我 们 显然 有 一 个 类 似 的 结果 . 
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在 研究 及 时 , 我 们 已 经 定义 了 Cauchy 列 的 概念 , 且 指 出 任何 及 的 Cauchy 列 
是 收敛 的 . 

Cauchy 列 的 概念 不 是 拓扑 概念 , 例如 , 序列 (1/n) 是 (0,+co) 的 Cauchy 列 , 但 
(0, 十 oo) 到 自身 上 的 同 胚 x 一 z-: 把 它 变 为 不 是 Cauchy 列 的 序列 (n). 

因此 , 我 们 不 能 指望 定义 拓扑 空间 上 的 Cauchy 列 的 概念 . 

相反 , 我 们 将 看 到 , 在 距离 空间 中 这 是 不 难 做 到 的 . 


III. 距离 空间 . 67 . 


定义 20-1 设 马 为 距离 空间 , (zn) 为 媚 的 无 限 点 列 . 我 们 说 这 个 序列 是 Cauchy 
列 , 是 指 当 p,q 趋向 于 +oo 时 , d(zp, Tq) 趋向 于 0; 换 句 话说 , 是 指 对 于 任何 e > 0， 
存在 整数 n, 使 得 对 于 任何 p,g > n, 有 d(xp, zxa) < &. 


简 记 如 下 : 
(ve > 0) (3n,n € N) (Vp,gq > 7): (d(xy, xq) & e). 


利用 满足 p > n 的 点 zp 的 集合 4 可 得 到 一 个 可 能 更 有 启发 性 的 等 价 定义 : 


定义 20-2 我 们 说 (zn) 是 Cauchy 列 , 是 指 lim6(An) = 0 (其 中 56(4) 表示 
An 的 直径 ). 

Cauchy 列 的 任何 无 限 子 列 也 是 Cauchy 列 . 如 果 Cauchy 列 的 子 列 收敛 于 点 zx， 
那么 该 Cauchy 列 也 收敛 于 点 x. 

例 1° 对 于 任何 距离 空间 E, 任何 收敛 于 EB 的 点 的 序列 (za) 是 Cauchy 列 . 

2° 在 RR 的 距离 子 空间 B= (0, 十 oo) 中 , 序列 (1/n) 是 不 收敛 的 Cauchy 列 . 

3° 更 一 般 地 , 设 EB 是 距离 空间 下 的 距离 子 空间 ; 对 于 任何 ze 互 存在 五 的 收 
钙 于 z 的 点 列 (zn); 这 个 序列 是 EB 中 的 Cauchy 列 , 它 仅 当 ze EB 时 在 已 中 收敛 . 

4 设 马 为 [0,1] 上 的 连续 数值 函数 的 集合 : 对 于 任何 f,g e 5, 置 


1 
A [ (Pe 
可 以 验证 , d 恰好 是 上 的 距离 . 如 果 置 
fn(z) = inf(n, 2-¥), 


那么 可 以 验证 , f 是 巨 上 的 Cauchy 列 . 


命题 20-3 设 万 , 矿 为 两 个 距离 空间 , f 为 巨 到 下 的 一 致 连续 映射 ; 那么 任何 
马 的 Cauchy 列 (zn) 通过 了 的 像 是 忆 的 Cauchy 列 . 


事实 上 , 如 果 4。 和 B 分 别 表示 满足 p > n 的 z。 和 zs) 的 集合 , 那么 有 
f(4n) = Bn; 既然 lim 6(4n) = 0, 于 是 由 于 f 一 致 连续 , 我 们 有 lim 6(B,,) = 0, 即 
(f(zn)) 是 Cauchy 列 . 

如 果 了 仅仅 连续 , 它 还 是 把 任何 收敛 的 Cauchy 列 变 为 收敛 列 ， 从 而 也 


是 Cauchy 列 ; 但 是 上 面 的 例 给 我 们 指出 , 它 可 能 把 某 些 不 收敛 的 Cauchy 列 变 为 非 
Cauchy 列 @. 


@ 这 里 指 在 例 2? 中 , 已 = (0,+co) 上 的 同 胚 映射 = 一 z-! 把 不 收敛 的 Cauchy 列 (1/n) 变 为 非 
Cauchy 列 (n). 一 一 译 者 注 
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推论 如 果 f 是 互 和 下 的 一 致 结 构 的 同 构 , 那么 交换 轧 和 太 的 Cauchy 列 . 


特别 地 , 如 果 d 和 d’ 是 集合 上 的 两 个 等 价 的 距离 , 那么 对 于 联系 4 和 4’ 的 
距离 来 说 , Cauchy 列 是 一 样 的 . 巨 的 Cauchy 列 的 概念 因而 并 不 联系 EB 的 距离 结构 ， 
而 是 联系 它 的 一 致 结构 . 


命题 20-4 设 马 为 距离 空间 忆 ; 的 有 限 积 , (zn) 为 妃 的 点 列 , (zni 为 其 在 E 
上 的 投影 . 
((zn) 是 轧 中 的 Cauchy 列 ) 和 人 > (Vi (zni) 是 中 的 Cauchy 列 ). 


证 明 设 d; 为 E; 上 的 距离 ; 由 于 妃 上 常用 的 三 种 距离 是 等 价 的 , 我 们 可 以 在 
上 取 这 些 距离 中 的 任意 一 个 ; 我 们 取 


qd (z,y) = >》 di(zi Yi). 
万 到 丽 上 的 投影 z 一 zi 是 比 为 1 的 Lipschitz 映射 , 因而 一 致 连续 ; 于 是 如 果 


(zn) 是 Cauchy 列 , (zni) 也 是 . 
反之 , 如 果 每 个 (zni) 是 Cauchy 列 , 关系 式 


dzp, Ze) = > ds Zai 


指出 (zu) 是 Cauchy 列 . 口 


完备 空间 在 RR 中, 任何 Cauchy 列 收敛 ; 相反 ,上面 不 少 例子 指出 , 存在 一 些 
距离 空间 , 其 上 某 些 Cauchy 列 不 收敛 . 因此 , 这 就 引导 我 们 去 研究 那些 其 上 所 有 
Cauchy 列 都 收敛 的 空间 . 


定义 20-5 我们 说 距离 空间 马 是 完备 空间 , 是 指 互 的 任何 Cauchy 列 在 互 上 
收敛 . 


例 被 赋 以 通常 距离 的 及 是 完备 的 . 相反 , (0, 1) 和 Q 是 不 完备 的 . 
在 22-8 中 我 们 将 看 到 任何 距离 空间 可 以 通过 附加 新 的 点 而 变 得 完备 . 


命题 20-6 设 马 是 完备 距离 空间 . 对 于 互 的 任何 满足 lim6(Xn) = 0 的 非 空 
闭 集 递减 列 (Xn), 所 有 Xn 的 交 XX 恰好 包含 一 个 点 . 


证 明 在 每 个 X 中 选取 一 个 任意 点 zn. 如 果 p > mw, 那么 我 们 有 Xp Cc X, 因 
而 也 有 zp € Xn. 

于 是 满足 p > n 的 点 zp 的 集合 4 包含 在 X, 中 ; 由 此 得 到 lim 5(4) = 0; 从 
而 序列 (zn) 是 Cauchy 列 . 由 于 巨 完备 , z 收敛 于 点 z. 

既然 对 于 固定 的 n, z 是 属于 X 的 点 zn+p 的 极限 , 而 X 是 闭 集 , 故 有 zx € Xi 
对 于 任何 ”成 立 , 从 而 xz EX. 
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最 后 , 由 于 5(X) < 5(X) 对 于 任何 n 成立, 我 们 有 5(X) = 0. 因此 , X 只 可 能 
包含 一 个 点 . 口 


人 我们 可 能 以 为 , 如 果 lim 5(X。) > 0, 那么 所 有 X 的 交 不 仅 非 空 , 并 且 还 能 
包含 一 个 点 以 上 . 其 实 完全 不 是 这 样 , 下 面 的 例子 说 明 这 个 问题 . 

在 完备 空间 RR 中 , 区 间 In, +eo) 构成 无 限 直径 的 闭 集 的 递减 列 , 然而 它们 的 交 
是 空 集 . 

换 句 话说 , 空间 是 完备 的 事实 仅 对 于 小 集合 才 显示 出 来 . 我 们 将 通过 一 条 补充 
命题 20-6 的 陈述 来 进一步 证 实 这 一 现象 . 

定义 20-7 设 妃 为 距离 空间 , 多 为 轧 上 的 滤 子 基 . 我 们 说 多 为 Cauchy 滤 子 
基 , 是 指 对 于 任何 。 > 0, 存在 区 € 家 ,使 得 5(X) < e. 

例 1 对 于 任何 非 空子 集 的 递减 列 (4), 当 lim 56(4,) = 0 时 , hn 组 成 Cauchy 
滤 子 基 . 

例 2 设 多 是 滤 子 序 集 , 即 对 于 任何 wb e 多 , 存在 ce 多 ,满足 a,b<c. 


我 们 说 多 到 距离 空间 妃 的 映射 f 满足 Cauchy 条 件 , 是 指 由 形 为 {f(z):axg zx} 
的 集合 组 成 的 巨 上 的 滤 子 基 是 Cauchy 滤 子 基 . 


命题 20-8 完备 距离 空间 巨 上 的 任何 Cauchy 滤 子 基 是 收敛 的 ， 
证 明 设 多 是 上 的 Cauchy 滤 子 基 . 对 于 任何 整数 n, 存在 Xe 多 , 使 得 


6(Xn) < 1/n. 设 zx 为 X 的 任意 点 . 
对 于 任何 p,q, 有 


XpnXe 天 CO， 从 而 6(XpU Xa) <1/p+1/g; 
这 样 也 有 
dzp, ze) < 1/p+ 1/¢. 
序列 (zn) 因而 是 Cauchy 列 ; 设 > 为 它 的 极限 . 对 于 任何 。 > 0, 存在 n, 满足 


d(x, zn) < E/2， 6(Xn) <E/2. 


由 于 zn € Xn, 故 有 Xn C B(ze). 
这 就 是 说 , 多 收敛 于 z. 9 


例 设 f 为 局 部 紧 但 非 紧 的 空间 上 的 数值 函数 . 我 们 假设 , 对 于 任何 s > 0， 
存在 紧 集 KK C E, 使 得 f 在 CK 上 的 振幅 小 于 <. 

f(CK) 于 是 组 成 及 上 的 Cauchy 滤 子 基 ; 如 果 这 个 滤 子 基 收 敛 于 数 1, 我 们 称 它 
为 当 z 趋向 于 无 限时 f(x) 的 极限 . 

下 列 定理 提供 了 一 类 重要 的 完备 空间 : 
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定理 20-9 任何 紧 距 离 空 间 是 完备 的 . 
证 明 利用 已 经 用 过 的 记号 , 对 于 瑟 的 任何 点 列 (zn), 这 个 点 列 的 附着 集 为 
A=NMA,. 

如 果 序 列 是 Cauchy 列 , 那么 lim 5(4n) = 0, 从 而 56(4) = 0. 此外, 根据 命题 
11-5, 4 非 空 ; 因此 , 它 退 化 为 一 点 ; 再 根据 同样 的 命题 , 序列 收敛 于 这 个 点 . 口 

注 ”除了 紧 距 离 空 间 外 , 还 有 其 他 的 完备 空间 ; 其 中 实 直 线 R 就 是 经 典 例子 . 由 
于 这 一 空间 局 部 紧 , 这 会 使 人 以 为 任何 局 部 紧 空 间 都 是 完备 的 , 或 者 任何 完备 空间 
都 是 局 部 紧 的 , 但 这 两 个 命题 都 是 不 成 立 的 ; 例如 RR 的 距离 子 空间 (0, 1) 是 局 部 紧 
的 , 但 不 完备 ; 此 外 我 们 将 在 第 22 节 定 义 的 空间 (|[0, 1], 民 ) 是 完备 空间 , 但 不 是 局 
部 紧 的 . 

推论 设 户 为 距离 空间 , a € 妃 . 如 果 任 何 中 心 为 a 的 马 的 闭 球 是 紧 的 , 那么 
轧 是 完备 的 . 

事实 上 , 任何 Cauchy 列 是 有 界 的 , 故 可 包含 在 中 心 为 a 的 某 个 闭 球 中 ; 定理 
20-9 指出 , 这 一 序列 在 球 中 收敛 , 故 也 在 已 中 收敛 .@ 

完备 空间 与 紧 空 间 之 间 的 类 似 ”在 上 述 证 明 中 , 我 们 可 以 证 明 在 完备 空间 和 紧 
空间 之 间 有 某 种 类 似 . 我 面 将 通过 一 系列 类 似 于 前 面 对 于 紧 空 间 建立 的 定理 , 来 把 
它 进一步 明确 . 相反 , 我 们 也 将 指出 若干 重要 的 差别 . 

定理 20-10 对 于 任何 完备 距离 空间 瑟 , 的 任何 闭 子 集 4 是 完备 距离 子 空 间 . 

事实 上 , 设 (zn) 为 4 的 点 的 Cauchy 列 . 这 个 点 列 也 是 BE 的 点 的 Cauchy 列 ， 
故 它 收敛 于 互 的 点 z; 但 是 序列 的 点 属于 4, 而 4 是 闭 的 , 故 也 有 z e 4. 因此 , 序 
列 收敛 于 4 的 点 . 

定理 20-11 对 于 任何 距离 空间 刀 , 妃 的 完备 距离 子 空间 4 是 闭 的 . 

事实 上 , 我 们 可 以 指出 4 包含 它 的 聚 点 . 设 z 为 这 种 点 . 该 点 是 4 的 序列 (zn) 
的 极限 . 这 一 序列 是 收敛 的 , 故 也 是 Cauchy 列 ; 由 假设 它 收敛 于 4 的 点 . 因此 就 有 
ZE 4. 

推论 ”对 于 任何 完备 距离 空间 己 , 媚 的 闭 子 集 与 妃 的 完备 子 空间 是 恒 同 的 . 

定理 20-12 在 任何 距离 空间 妃 中 , 两 个 完备 子 空 间 的 并 是 完备 的 ; 任何 完备 
子 空间 的 交 是 完备 的 . 

1° 设 A 和 B 是 忆 的 两 个 完备 子 空间 ; (zn) 为 (4UB) 的 Cauchy 列 ; 这 个 序 
列 的 任何 无 限 子 列 也 是 Cauchy 列 . 既然 这 个 序列 在 集合 4 或 B 上 的 迹 是 无 限 子 

中原 书 此 后 有 一 Z, 但 内 容 与 前 面 的 注重 复 , 故 略 去 . 一 一 译 者 注 
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列 , 而 集合 4 和 B 是 完备 的 , 故 该 子 列 收敛 于 4 或 B 的 一 个 点 ; 序列 (z,) 因而 也 
收敛 于 同一 点 . 

2° 如 果 (hi)ier 都 是 完备 的 , 那么 它们 中 的 每 一 个 都 在 EB 中 闭 ; 因此 , 它们 的 交 
在 忆 中 闭 , 尤其 是 在 这 些 完备 子 空间 中 的 任意 一 个 4;, 中 闭 . 这 样 , 根据 定理 20-10， 
这 一 交 是 完备 空间 . 口 


设 ,FF 为 两 个 距离 空间 , f 为 到 FF 上 的 一 致 连续 的 满 射 . 不 能 错误 地 

认为 : 当 EB 完备 时 , F 也 必定 完备 ; 甚至 在 /是 一 致 连续 的 同 胚 时 也 不 行 . 

例如 , R 到 (-11) 上 的 映射 z 一 z/(1+ |zl) 具有 这 些 性 质 , 但 (-1,1) 并 不 完 
备 , 尽管 及 是 完备 的 . 

相反 , 如 果 f 是 E,F 的 一 致 结构 的 同 构 , 那么 这 两 个 空间 就 同时 为 完备 或 同时 
为 不 完备 ; 特别 地 , 当 4 和 d 是 同一 个 集合 EE 上 的 两 个 等 价 距 离 时, 与 它们 相 联系 
的 距离 空间 就 同时 为 完备 或 同时 为 不 完备 . 

更 一 般 地 , 设 f 是 户 到 上 的 同 胚 ; 如 果 f 一 致 连续 , 且 下 完备 , 那么 已 也 
完备 . 

定理 20-13 任何 完备 距离 空间 的 有 限 积 是 完备 的 . 


证 明 设 Ei; 是 完备 距离 空间 的 有 限 族 . 对 于 = TB; 的 任何 Cauchy 列 (zn)， 
其 在 5; 上 的 投影 是 Cauchy 列 (命题 20-4); 设 a; 为 它 的 极限 . 于 是 序列 (zn) 在 一 
上 收敛 于 a = (a;) (命题 10-3); 这 样 , 完备 . 口 


例 由 于 RR 完备 , 故 R" 也 完备 . R" 的 任何 闭 集 也 完备 . 


一 致 连续 函数 的 延 拓 ”如果 f 表示 距离 空间 刀 到 另 一 个 距离 空间 FF 的 连续 映 
射 , 那么 f 在 任何 X c EB 上 的 限制 也 连续 ; 反之 , 如 果 我 们 给 出 X 到 下 的 连续 映 
射 f, 那么 可 提出 这 样 的 问题 : 我 们 是 否 可 把 f 延 拓 到 巨 上 ? 即 f 是 否 是 某 个 忆 到 
FF 的 连续 映射 在 X 上 的 限制 ? 

我 们 只 在 这 里 考察 这 个 问题 的 一 种 非常 有 用 的 特殊 情形 . 


定理 20-14 设 久 为 距离 空间 万 的 处 处 稠密 子 集 , f 为 X 到 完备 距离 空间 下 
的 一 致 连续 映射 . 那么 存在 到 玉 的 唯一 的 连续 映射 g, 使 得 它 在 基 上 的 限制 是 
f; 这 个 映射 g 也 是 一 致 连续 的 . 


证 明 如 果 9 是 这 样 的 延 拓 , 那么 对 于 任何 a e E, 有 : 
9(0) = lim f(z). 


这 一 关系 式 一 方面 指出 , 如 果 9 存在 , 那么 它 是 唯一 的 ; 另 一 方面 , 对 于 任何 
ae 五 提供 了 9(a) 可 能 有 的 值 . 
由 于 f 一 致 连续 , f(B(a,p)) 的 直径 随 p 趋向 于 0; 因此 , 对 于 任何 o e EE, 集合 
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f(B(a,p)) 组 成 的 Cauchy 滤 子 基 , 而 由 于 下 完备 , 这 个 滤 子 基 收 敛 (命题 20-8) 
于 的 一 个 点 , 记 它 为 g(a). 

如 果 a e X, 那么 有 f(a) € f(B(a, 7p)), f(a) = g(a); 因此 , 只 要 我 们 指出 9 一 致 
连续 , g 就 将 是 所 求 的 了 的 延 拓 . 

由 假设 , 对 于 任何 。 > 0, 存在 7 = p(e) > 0, 使 得 对 于 任何 z, y e X 满足 
d(z,y) < 就 有 d(f(zx), f(y)) < e. 

于 是 设 a,b € EB 满足 d(a,5) < 7, 那么 存在 两 个 入 的 点 列 (an), (b%) 分 别 收敛 
于 a,b, 并 且 对 于 任何 mw, 满足 d(an,bn) < 7. 

因为 距离 d 是 连续 函数 , 关系 式 : 


g(a) = lim f(an); 9(b) = limf(bn); d(f(an),f(bn)) < & 


导致 d(g(a), g(b)) < e. 

这 样 , 9 一 致 连续 . 证 明 甚 至 还 指出 , 如 果 f 的 连续 模 yp 连续 , 那么 它 同样 也 是 
对 于 它 的 延 拓 g 的 连续 模 ; 特别 地 , 当 f 是 比 为 的 Lipschitz 映射 时 , 9 也 同样 是 
这 样 的 映射 . 


821. 逐次 逼近 法 的 模式 


为 了 证 明 一 个 方程 的 解 的 存在 , 不 管 它 是 数值 方程 、 微 分 方程 、 偏 微分 方程 还 是 
积分 方程 , 以 及 有 时 还 为 了 有 效 地 计算 这 个 解 , 最 强 有 力 的 方法 是 所 谓 逐 次 逼近 法 ; 
它 首先 是 由 Emile Picard 系统 应 用 的 . 在 许多 情形 下 , 它 可 带 来 一 种 我 们 用 下 列 不 
动 点 定理 来 具体 化 的 模式 : 

定义 21-1 设 耻 为 集合 巨 到 自身 的 映射 . 所 谓 f 的 不 动 点 是 指 所 有 满足 zeE 
且 f(z) =z 的 点 . 

定理 21-2 (不 动 点 定理 ) 设 马 为 完备 距离 空间 , f 是 妃 到 自身 的 压缩 ， 那么 
jJ 有 不 动 点 , 并 且 它 是 唯一 的 . 

更 确切 地 说 , 对 于 任何 zo € ,点 zo 的 和 迭代 序列 zn = f"(zo0) 收 全 于 点 q 而 a 
是 方程 z = f(z) 的 解 . 这 个 解 a 是 该 方程 的 唯一 解 . 

证 明 我 们 假设 f 为 比 为 的 Lipschitz 映射 , 其 中 <1; 置 zi = f(zo0), 以 及 
更 一 般 地 置 nm 十 1 一 f (zn). 对 于 任何 人， 点 对 (Zn 一 1 2Zm) 变 为 点 对 (zn, Tn+1). 

因此 , 有 


d(xn, Tn+1) < kd(zn-1, Zn). 
由 这 种 形式 的 前 n 个 关系 式 可 得 


d(xn,, Znt+1) < k"d(zo, 2Z1)， 
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因此 
n+p—1 oo 
d(znzntp) 和 >》，d(ziziti) 和 dlzozi) 》 k? = d(zo,T1)k"/(1 —k). 
因为 0 < k < 1 故 zn 的 序列 是 Cauchy 列 . 设 a 为 其 极限 ; 由 于 f 连续 , 
lim f(xn) = f(a). 
关系 式 zn+l = f(zn) 因而 给 出 极限 式 : a = f(a). 
这 个 解 a 是 方程 z = f(z) 的 唯一 解 , 因为 对 于 该 方程 的 任何 解 x, 有 : 


d(x,a) = d(f(z), f(a)) < kd(z, a), 
这 就 导致 d(x,a) = 0, 于 是 > = a. 
注意 , 所 利用 的 方法 构成 一 种 可 有 效 使 用 的 计算 程序 , 因为 通 项 为 d(zn, zn+l) 
的 级 数 比 公 比 为 的 几何 级 数 收敛 得 要 快 . 更 确切 地 说 , 我 们 有 
d(zn, a) = Jim, d(xn, Zn+p) < d(xo, z1)k"/(1 — k). 
有 了 时 可 能 收敛 得 还 要 更 快 , 例如 当 f 在 a 的 邻 域 上 的 限制 是 k(V) 阶 的 压缩 , 而 
k(V) 随 着 V 的 直径 趋向 于 0. 


人 【任何 到 自身 的 压缩 映射 ,满足 以 下 所 说 : 对 于 任何 zy e EB (z #)， 
有 d(f(z), f(y)) < d(z,y); 但 反之 不 然 , 甚至 可 能 当 f 在 这 一 意义 下 严格 缩小 距离 ， 
且 巨 完 备 时 , f 仍然 没有 不 动 点 . 了 + 到 自身 的 映射 > 一 (z? +1)3 就 是 一 个 例子 . 

2° 当 巨 不 完备 时 , 互 到 妃 的 压缩 映射 可 能 没有 不 动 点 ; 例如 , (0, 1] 到 自身 的 映 
射 z 一 z/2 没有 不 动 点 . 


注 21-3 设 f 为 完备 的 到 到 自身 的 比 为 k 的 压缩 映射 ; a 为 f 的 不 动 点 . 
对 于 任何 数 p > 0， 
f°"(B(a,p)) C Bla,k"p). 
特别 地 , 如 果 妃 有 界 , 那么 递减 列 6(f"(E)) 有 极限 为 0; 序列 f"*(x) 因而 一 致 
趋向 于 a. 


注 21-4 可 能 有 这 样 的 情况 , f 不 是 压缩 , 但 f 的 适当 的 寡 f? 是 压缩 ; 于 是 置 
f?= yg. 
对 g 我 们 可 应 用 定理 21-1. 如 果 a 是 g 的 不 动 点 , 那么 关系 式 g(a) = a 给 出 


f(g(9)) = f(a); 
既然 jz = f(g) = g( 了 ), 我 们 也 有 
9g(f(a)) = f(a). 
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因此 , f(a) 是 9 的 不 动 点 ; 这 种 点 的 唯一 性 指出 f(a) = a; 换 句 话说 , a 也 是 f 的 不 
动 点 . 

对 于 任何 zo e E, g"(zo) 或 fnp(zo) 收敛 于 a; 由 于 f 连续 , f"P+1(zo) 也 收敛 
于 a, 以 及 更 一 般 地 jnz+i(zo) (其 中 i < 和 p) 也 收敛 于 a; 因此 ,，jfm(zo) 的 序列 也 收敛 
于 oa. 


例 1? 互 是 Euclid 空间 R", 是 比 大 < 1 的 相似 ( 距 离 乘 上 常数 因子 的 变换 ). 
j 的 不 动 点 a 称 为 相似 中 心 . 

2° 设 f 是 定义 在 有 界 闭 区 间 巨 = [a,b] 上 的 可 导数 值 函数 , 它 的 值 集 也 包含 在 
[a,9] 中 , 且 | JE] 其 中 大 < 1 

于 是 [a,9| 到 自身 的 映射 f 是 比 为 的 压缩 , 从 而 定理 可 应 用 . 

这 是 求解 数值 方程 的 熟知 方法 . 

例如 , 设 f 为 [1, 十 oo) 到 自身 的 映射 > 一 (z/2++1/z); 它 是 比 为 1/2 的 压缩 , 且 
其 不 动 点 为 V2. 由 于 (V2) = 0, 该 程序 的 收敛 特别 快 . 

我 们 将 看 到 这 个 定理 对 隐 范 数理 论 和 解 微 分 方程 上 的 其 他 应 用 ; 然而 , 对 于 这 
些 应 用 , 引入 一 个 参数 来 使 定理 21-2 精确 化 . 那 将 更 为 方便 . 


定理 21-5 设 工 是 拓扑 空间 , 忆 为 完备 距离 空间 ,为 Lx 到 万 的 连续 映 
射 , 满足 以 下 所 述 : 对 于 任何 入 Ee LL 到 巨 的 映射 x 一 f( 和 ,zx) 是 比 为 的 压缩 
(其 中 有 < 1 不 依赖 于 入 ). 

如 果 对 于 任何 和 , 我 们 用 a、 来 表示 满足 x = f( 和 ,x) 的 万 的 点 x, 那么 工 到 太 
的 映射 入 一 ao 是 连续 的 . 


证 明 设 oe 工 ; 我 们 证 明 映 射 入 一 ax 在 点 Xo 上 连续 . 
设 e > 0; 由 于 f 连续 , 存在 Xo 的 邻 域 V, 使 得 对 于 任何 Ne V, 有 


d(f (M, aso), fF (No, oao)) <E. 
而 三 角形 不 等 式 给 出 
d(aa, Qao) = ad(f(A, Qa), f (ho, axo)) 


和 df,aA), FAaxo)) + df (MN, ano0), fF(No, aao)) 和 jad(axaxo) 十 E. 
故 d(aa,axo) < e/(1 一 k) 对 于 任何 入 ET 成 立 . 口 


注 其实 我 们 只 利用 f 关于 和 的 偏 连续 性 . 但 是 注意 到 这 一 点 并 不 能 减弱 假设 
条 件 , 因为 任何 L x E 到 的 映射 f, 如 果 它 关于 入 偏 连续 , 而 关于 zx 它 又 是 比 为 
k 的 Lipschitz 映射 , 那么 它 在 L x EE 上 连续 ; 这 直接 可 由 下 列 不 等 式 得 到 : 


dl(f (a, 六) f (No, Z0)) < d(f (a, 7), f (AX, x0)) 十 d(f (A, 20)， f (No, 70)) 
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< kd(z, Z0) 二 d(f (a, 2Z0)， f (No, x0)). 
最 后 一 个 表达 式 显 然 当 z 一 zo, 入 一 Xo 时 趋向 于 0. 


§22. 简单 收敛 和 一 致 收敛 


分 析 中 最 有 用 的 拓扑 空间 是 函数 空间 , 即 元 素 为 函数 的 空间 . 在 这 种 空间 中 , 我 
们 可 以 通过 空间 的 拓扑 , 在 一 种 确定 的 意义 下 , 谈论 一 些 函数 趋向 于 另 一 个 函数 的 收 
敛 性 . 反之 , 当 我 们 希望 研究 给 定 的 函数 集合 的 某 些 给 定 特征 时 , 对 这 一 集合 赋 以 对 
研究 这 种 特征 适用 的 拓扑 , 往往 会 有 很 多 方便 . 

下 面 是 这 类 情况 的 几 个 例子 : 

设 马 为 [0,1] 上 有 所 有 各 阶 导数 的 数值 函数 集合 . 这 是 一 个 向 量 空间 ; 如 果 我 们 
想 研究 与 这 一 向 量 结构 有 关 的 性 质 时 , 我 们 可 使 E 的 拓扑 在 一 定 的 意义 下 与 向 量 空 
间 的 结构 相 容 . 特别 地 , 如 果 我 们 寻求 一 种 用 距离 定义 的 拓扑 , 它 应 该 使 对 于 瓦 的 平 
移 不 变 ; 因此 , 只 需 定 义 五 的 元 素 O 和 任意 元 素 f 之 间 的 距离 ; 我 们 用 p(f) 来 记 这 
一 距离 . 

1? 如 果 我 们 现在 希望 表达 , 函数 z 一 f(z) 在 0 的 附近 , 是 指 它 对 所 有 zx 都 很 
小 , 那么 置 

p(f) = sup |jJ(z)|， 
zER 


2。 如果 相反 , 我 们 只 想 表示 , f “平均 * 很 小 那么 置 
p(f) = |f (olaz, 
或 者 为 了 避免 f(z) 的 大 值 . 置 


"n=(/ l Flo)de) 四 


3° 与 此 相对 照 , 我 们 还 可 表达 f 不仅 处 处 很 小 , 并 且 振 荡 也 不 太 过 分 . 
根据 需要 , 可 置 


zf) = | foO+7 在 [0,1 上 的 全 变 差 中 


或 者 
2z(j) = |f(0) + sup|f"'(z)|. 
4° 如 果 我 们 想 表达 所 有 直到 n 的 各 阶 导数 都 很 小 , 那么 置 


pf) = FO) + FO + + 1 DO) + sup lf (Co)|. 
全 变 差 的 定义 参见 第 24 节 . 一 一 译 者 注 
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在 研究 赋 范 空间 时 , 我 们 再 来 仔细 回顾 这 些 处 理 . 目前 我 们 将 只 简要 地 研究 两 
种 最 有 用 的 收敛 方式 . 


简单 收敛 ” 设 X 为 集合 , 其 上 的 拓扑 可 有 可 无 , Y 是 拓扑 空间 . 设 /是 和 到 了 了 
的 映射 , (f;) 为 久 到 YY 的 映射 列 . 


定义 22-1 我 们 说 序列 (万 ) 简单 收敛 于 f, 是 指 对 于 任何 z € XX, 序列 (f(z)) 
收敛 于 f(zx). 


例 1° 设 所 为 [0,1] 到 RR 的 映射 z 一 xz". 这 个 序列 简单 收敛 于 如 下 定义 的 函 
数 了 : 
j(z)=0， 当 zz#1; f(1)=1. 
2° 设 所 为 恨 到 RR 的 映射 xz 一 nz/(l+ |nz|). 
这 个 序列 简单 收敛 于 如 下 定义 的 函数 了 : 


jz)=-1， 当 z<0; f(x)=1, 当 z>0; f(0)=0. 


3° 设 所 为 RR 到 民 的 映射 xz 一 1/[1 十 (zx 一 n)3]. 这 个 序列 简单 收敛 于 f=0. 
更 一 般 地 谈论 函数 族 的 简单 收敛 也 很 方便 . 


定义 22-2 设 (fi)ier 为 天 到 YY 的 映射 族 ; 多 是 IT 上 的 滤 子 基 . 我 们 说 该 族 沿 
多 简单 收 钱 于 f, 是 指 对 于 任何 z €E 久 , f(z) 沿 多 收敛 于 f(x). 


例 ”1° 我 们 可 以 把 上 述 例子 中 把 整数 nn 换 为 任意 数 , 而 取 展 上 的 由 区 间 [a, +o0) 
组 成 的 滤 子 基 作为 2. 
2° 设 f 为 定义 在 及 上 的 可 导数 值 函 数 . 用 


ga(z) = (f(z+oa) 一 7z))/a 


定义 的 函数 族 (ga) (其 中 we Rs*) 当 a 趋向 于 0 时 ( 换 句 话说 , 沿 由 0 在 及 中 的 邻 
域 在 R* 中 的 迹 所 组 成 的 滤 子 基 多 ), 简单 收 伍 于 导 函 数 ff. 
3° 设 R? 到 R 的 映射 fo 定义 为 


foa(z;y) =e-?* -9 ， 其 中 p,q N. 


当 p 和 一 十 oo 时 , 双重 序列 f,a 简单 收敛 于 函数 f, 它 满足 在 原点 f = 1, 而 
在 别处 则 处 处 为 0. 


我 们 没有 利用 X 到 Y 的 映射 集合 上 的 拓扑 , 就 已 经 定义 了 简单 收敛 性 ; 其 

实在 这 个 集合 上 就 隐藏 着 一 个 称 为 简单 收敛 拓扑 的 拓扑 (参见 习题 的 107 题 ), 但 我 
们 没有 机 会 明确 地 利用 它 . 

这 里 注意 到 这 个 拓扑 一 般 不 能 用 距离 来 定义 是 有 益 的 . 设 (f) 是 [0,1] 上 的 数 

值 函数 列 , 它 简 单 收敛 于 f; 当 每 个 fi 本 身 是 序列 (fp) 的 简单 极限 时 , 可 以 想像 f 
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是 在 fp 中 适当 选取 的 函数 的 序列 的 简单 极限 . 直接 可 得 , 当 简 单 收敛 拓扑 可 距 时 ， 
这 是 成 立 的 (参见 习题 的 67 题 ); 但 一 些 简 单 的 例子 指出 , 它 一 般 并 不 成 立 ; 因此 这 
一 拓扑 不 可 距 (同样 参见 习题 的 107 题 ). 


一 致 收敛 ”再 设 X 为 拓扑 可 有 可 无 的 任意 集合 , Y 现在 假设 为 距离 空间 ; 我 们 
再 以 /和 记 表 示 天 到 Y 的 映射 . 

定义 22-3 我 们 说 序列 ( 包 ) 一 致 收敛 于 f, 或 者 说 了 是 所 的 一 致 极限 , 是 指 对 
于 任何 e > 0, 存在 整数 no, 使 得 对 于 任何 n> no 和 任何 ZEX, 有 d(fn(z), f(z))<e. 

用 同样 方式 可 定义 族 (f) 沿 滤 子 基 多 一 致 收敛 于 f; 然而 , 当 我 们 定义 了 一 致 
收敛 拓扑 后 , 这 一 定义 将 变 为 无 用 . 


任何 一 致 收敛 于 f 的 序列 f 也 简单 收敛 于 f, 但 在 本 质 上 要 指出 , 反之 是 
不 成 立 的 . 下 面 是 若干 例子 : 
1° 设 f 是 由 下 列 条 件 定义 的 X = [0,1] 上 的 连续 数值 函数 (图 3): 
在 ol/m] 上 ， 户 (ec) = wz(1 nz). 
在 /m1] 上 ，f(z) = 0 


图 3 
我 们 不 难 验 证 序列 f， 简单 收敛 于 函数 f = 0, 但 这 种 收敛 性 不 是 一 致 的 , 因为 
sup |fn(7) — f(7)| = n/4, 


它 不 但 不 趋向 于 0, 反而 趋向 于 +oc. 

2° 在 说 明 简单 收敛 的 三 个 例子 中 , 任何 一 个 都 不 是 一 致 收敛 的 ; 前 两 个 特别 清 
楚 , 因为 极限 f 不 连续 ; 第 三 个 例子 中 , 任何 有 界 区 间 上 序列 是 一 致 收敛 的 , 但 在 整 
个 及 上 不 一 致 收敛 . 


一 致 收敛 的 距离 和 拓扑 ”一致 收敛 的 研究 可 以 通过 在 X 到 Y 的 映射 集合 多 (X, 了 ) 
上 引进 拟 距 离 来 简化 . 
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设 f,g 是 集合 到 距离 空间 Y 的 两 个 映射 , 置 
d(f,9) = Su d(f(z), g(7)). 
这 是 有 限 数 或 者 +oo; 根据 以 前 对 集合 上 的 拟 距离 的 研究 , 对 于 任何 re X， 
dz(f,9) = d(f (2), 9g(7)) 
是 多 (X,Y) 上 的 拟 距 离 , 故 
d(f,9) = sup dz(f,9) 
也 是 拟 距离 . 此 外 ， 


(f #9) 一 (d(f,g) #0). 


当 Y 有 有 限 直径 时 , d(f,g) 总 是 有 限 的 , 故 d 是 多 (X,Y) 上 的 距离 ; 当 Y 任意 
时 , 有 时 用 inf(d, 1) 来 代替 拟 距 离 d 较 方 便 ; inf(d, 1) 是 距离 , 目 在 多 (X,Y) 上 定义 
了 与 d 定义 的 一 样 的 拓扑 和 一 样 的 一 致 结构 . 

与 拟 距离 d 相 联 系 的 多 (X,Y) 上 的 拓扑 称 为 一 致 收敛 拓扑 , 这 一 术语 的 合理 性 
由 下 列 命题 可 见 : 

命题 22-4 天 到 了 的 映射 列 (所 ) 一 致 收敛 于 f 等 价 于 : 在 被 赋 以 一 致 收 仇 
拓扑 的 空间 多 (XY7) 中 点 列 有 收敛 于 点 f. 


事实 上 , 函数 列 f 一 致 收敛 于 f 等 价 于 : 对 于 任何 > 0, 当 m” 充分 大 时 , 有 
d(f(z), f(z)) <s 对 任何 zeX 成立， 


一 致 收敛 在 图 像 上 的 解释 利用 和 到 Y 的 映射 了 的 图 像 , 可 对 一 致 收敛 提供 
一 种 方便 的 直观 解释 : 

设 B(f,e) 为 满足 

d(y, f(7)) < e 

的 基 xY 的 点 (z,y) 的 集合 , 这 个 集合 构成 围绕 f 的 图 像 的 某 种 半径 为 < 的 管子 . 

d(f,g) < 等 价 于 

d(f(7),g(7)) < e 

对 于 任何 re X 成立 , 或 者 也 等 价 于 9 的 图 像 包 含 在 B(f,e) 中 (图 4 

说 序列 (所 ) 一 致 收敛 于 f, 等 于 说 , 对 于 任何 。 > 0, 任何 从 某 个 指标 起 的 记 ， 
其 图 像 都 在 B(f,e) 中 . 现在 就 能 很 好 地 看 出 , 在 上 面 的 例 1 中 , 为 什么 包 不 一 致 收 
敛 到 0, 因为 对 于 每 个 = < 二 任何 一 个 记 的 图 像 都 不 含 于 B(0,e) 之 中 . 
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完备 空间 的 情形 引入 多 (X,Y) 上 的 拟 距 离 d 后 , 就 可 谈论 函数 的 Cauchy 列 ， 
并 陈述 下 列 定理 : 


定理 22-5 当 距 离 空 间 Y 完备 时 , 空间 多 (X,Y) 也 完备 . 
证 明 设 ( 户 ) 为 多 (X,Y) 的 Cauchy 列 . 对 于 任何 zx eX, 不 等 式 
d(fp(7), fa(z)) < d(fo, fa) 

指出 Y 的 点 列 (f(z)) 是 Cauchy 列 . 由 于 YY 完备 , 它 具 有 极限 , 记 作 f(z). 

既然 fn 是 Cauchy 列 , 对 于 任何 es > 0, 存在 整数 n(e), 使 得 对 于 任何 p,q > n(e) 
和 任何 ze XX, 有 

d(fp(7), fa(7)) < e. 

如 果 在 这 个 不 等 式 中 让 > 和 2 固定 , 而 g 一 co, 那么 f(x) 趋向 于 f(z). 因此 ， 

我 们 得 到 不 等 式 : 
d(fp(7z), f(z)) < e 对 于 任何 p>n(e) 成 立 . 

由 这 个 不 等 式 得 到 d(f, f) < s, 因而 序列 fi 在 被 赋 以 拟 距 离 d 的 空间 (X,Y) 
中 收敛 于 f. 

这 样 , 这 一 空间 就 是 完备 的 . 口 

推论 22-6 任何 距离 空间 已 可 以 完备 化 ; 其 意义 为 存在 完备 距离 空间 户 和 古 
到 了 五 的 子 集 上 的 等 距 f, 使 得 f(E) 在 户 中 处 处 稠密 . 

事实 上 , 以 f 表示 BE 到 多 (EB,RR) 的 映射 , 它 对 于 任何 we EB 联系 由 f(x) = 
6(a, x) 所 定义 的 多 (EE, 民 ) 的 元 素 f, 这 里 5 表示 EE 中 的 距离 . 

关系 式 

|6(a, 7) 6(b, 7)| < 6(a, b) 和 |6(a, b) 6(b, b)| 到 6(a, b) 

指出 , 在 多 ( 瓦 ,及 ) 中 有 


d(fo, 所) = 6(a,b) ”对 于 任何 cbe 瑟 成立. 
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因此 , 映射 f 是 到 f(B) 上 的 等 距 . 所 求 的 空间 户 无 非 是 f(E) 在 完备 空间 
多 (E, 民 ) 上 的 闭 包 . 

不 难 验证 , 歼 的 完备 化 在 同 构 意 义 下 是 唯一 的 , 其 意义 为 : 如 果 有 互 的 两 个 完 
备 化 (B,f) 和 ( 却 , f'), 那么 f(E) 到 f'(E) 上 的 等 距 fo 了 -1 能 以 唯一 的 方式 延 拓 
为 户 到 记 上 的 等 距 . 


连续 性 在 一 致 收敛 下 保持 ”现在 假设 X 为 拓扑 空间 , 而 Y 总 是 距离 空间 . 于 是 
我 们 可 以 谈论 X 到 了 的 映射 的 连续 性 . 我 们 即将 看 到 这 个 特征 在 一 致 收敛 下 保持 . 


定理 22-7 设 所 为 天 到 YY 的 映射 列 , 它 一 致 收敛 于 f, a 为 贸 的 点 . 
如 果 所 有 所 都 在 a 上 连续 , 那么 f 也 在 a 上 连续 . 


证 明 给 出 s > 0. 由 于 fi 一致 连续 , 存在 整数 no 使 得 
d(f(z), fno(7z)) <e 对 于 任何 zey 成 立 . 
由 于 fr。 在 a 上 连续 , 故 存在 a 的 邻 域 V 使 得 
d(fno(7), fno(a)) < e 对 于 任何 zey 成 立 . 
由 此 得 到 , 对 于 任何 z e V, 有 
d(f(z), f(a)) < d(f (x), fno (2)) + ad(fno 7), fno (a)) + d(fnola), f(a)) < 3e. 
由 于 s 是 任意 的 , 这 个 不 等 式 证 明了 f 在 a 上 的 连续 性 . 口 
推论 22-8 如 果 所 有 fi, 都 在 X 上 连续 , 且 一 致 收 伍 于 f, 那么 函数 f 也 在 六 
上 连续 . 
推论 22-9 设 记 为 距离 空间 X 到 距离 空间 了 的 连续 映射 列 . 如 果 对 于 区 的 
任何 紧 集 KK, 所 在 开 上 的 限制 一 致 收敛 ,那么 序列 (所 ) 在 天 上 收敛 , 且 它 的 极限 
f 连续 . 
这 是 上 一 定理 和 推论 16-8 的 直接 推论 . 
我 们 经 常 利 用 这 一 推论 . 


了 定理 22-7 及 其 推论 可 直接 推广 到 连续 函数 族 沿 滤 子 基 的 一 致 极限 

相反 , 这 里 必须 注意 , 定理 22-7 不 能 推广 到 简单 收敛 

当 连 续 函数 列 简单 收敛 于 函数 时, 具有 一 定 的 正则 特征 , 但 它 并 非 总 是 连续 
的 . 例如 单项 式 如 (z) = zm 的 序列 在 [0,1] 上 简单 收敛 于 这 样 的 函数 f: 它 在 [0,1) 
上 为 0, 而 在 z=1 上 为 1. 


空间 多 (X,Y) 我 们 将 用 (X,Y) 表示 由 拓扑 空间 XX 到 距离 空间 Y 的 连续 映 
射 所 组 成 的 多 (X,Y) 的 子 空间 . 由 上 一 定理 可 得 , 加 (X,Y) 是 被 赋 以 一 致 收敛 拓扑 
的 多 (X,Y) 的 闭 子 空间 . 当 后 者 完备 时 , 多 (X,Y) 也 完备 . 因而 可 以 陈述 : 
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定理 22-10 当 了 完备 , 多 (X,Y) 上 被 贼 以 一 致 收敛 的 拟 距离 时 , 由 连续 映射 
组 成 的 子 空间 (X,Y) 也 完备 . 


注 甚至 在 X 和 了 上 强加 上 十 分 苛刻 的 正则 性 假设 时 , 空间 多 (X,Y) 一 般 并 
不 紧 . 
例如 , 假设 X 和 了 是 紧 的 , 且 恒 等 于 区 间 [0, 1]. 于 是 集合 (X,Y) 无 非 就 是 定 
义 在 [0,1 上 、 取 值 在 [0, 1] 中 的 连续 数值 函数 全 体 . 

在 多 (XY) 上 选择 适当 的 距离 后 , 这 个 空间 是 完备 的 , 但 不 是 紧 的 , 甚至 不 是 
局 部 紧 的 . 例如, 这 个 空间 的 元 素 0 没有 任何 紧邻 域 , 因为 对 于 任何 ¢ > 0, 用 
万 (z) = jsin2 nz 定义 的 序列 (f) 不 包含 任何 收敛 子 序列 . 


子 集 集合 上 的 一 致 收敛 数值 函数 列 > 一 1/[1 十 (z 一 n)?] 简单 收敛 于 函数 0; 
但 这 一 收敛 是 不 一 致 的 . 相反 , 对 于 R 的 任何 区 间 [a,g], 这 些 函 数 在 [a,5] 上 的 限制 
一 致 收敛 于 0. 

更 一 般 地 , 推论 22-9 指出 在 任何 紧 集 上 一 致 收敛 的 意义 . 

这 是 下 列 有 普遍 重要 性 的 概念 的 特殊 情形 . 

定义 22-11 设 久 为 任意 集合 ,Y 为 距离 空间 ,cg 为 X 的 子 集 集合 . 我 们 以 了 
和 及 表 示 大 到 Y 的 映射 . 

我 们 说 , 户 在 任何 A e oY 上 一 致 收 仇 于 f, 是 指 对 于 任何 Ae my, 所 在 A 上 
的 限制 一 致 收敛 于 f 在 A 上 的 限制 . 


例 1° 如 果 x 只 有 一 个 元 素 X, 那么 我 们 又 得 到 通常 的 一 致 收敛 . 
2° 如 果 x 是 X 退化 为 一 个 点 的 子 集 全 体 , 那么 我 们 又 得 到 简单 收敛 . 
3° 如 果 ox 是 XX 的 紧 集 全 体 , 那么 我 们 得 到 在 任何 紧 集 上 的 一 致 收敛 . 


一 致 收敛 和 简单 收敛 之 间 的 关系 ”许多 例子 向 我 们 指出 , 隔 数 列 的 简单 收敛 性 
不 一 定 导致 它 的 一 致 收敛 性 . 然而 , 下 面 是 一 种 使 该 命题 成 立 的 重要 情形 : 


引 理 22-12 设 针 为 紧 空 间 , f, fn (其 中 n=1,2,…) 为 XX 到 距离 空间 YY 的 
连续 映射 . 

如 果 对 于 任何 x EX, 距离 列 d(f(z), f(z)) 递减 且 趋向 于 0, 那么 名 对 f 的 收 
仇 是 一 致 的 . 


事实 上 , 对 于 任何 。 > 0, 集合 X = {z: d(f(z), fn(7z)) > e} 是 闭 集 ; X 的 序列 
递减 , 且 它 们 的 交 是 空 集 . 

因此 , 存在 no, 使 得 (n > no) 导致 (d(f(z), f(x)) < es), 而 这 就 是 六 对 f 的 一 
致 收敛 . 


推论 22-13 (Dini 定理 ) 如 果 环 是 紧 空 间 , f 和 所 €E (X, 民 ), 且 序 列 (万 ) 
单调 简单 收敛 于 f, 那么 收敛 是 一 致 的 . 
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我 们 应 用 引 理 , 并 只 要 注意 到 序列 |f(z) - f(z)| 递减 趋向 于 0. 


这 里 是 序列 f 单调 , 而 并 非 每 个 fi 单调; 此 外 , 这 后 一 种 理解 仅 当 X 被 
赋 有 序 时 才 有 意义 , 例如 当 X = [0, 1]. 
然而 , 这 种 混淆 却 不 会 导致 错误 ; 事实 上 , 可 以 验证 , 当 区 间 [o, 中 上 的 某 个 单调 
数值 函数 列 (f) 简单 收敛 于 一 个 连续 函数 时 , 收敛 是 一 致 的 (参见 习题 的 85 题 ). 
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尽管 完备 空间 有 前 面 一 些 定理 体现 出 来 的 明显 的 好 处 , 但 是 能 够 拥有 紧 函 数 空 
间 的 事 还 是 颇 为 可 贵 的 . 等 度 连续 的 概念 为 我 们 提供 了 一 个 重要 的 类 . 


定义 23-1 设 久 是 拓扑 空间 ,Y 是 距离 空间 ,万 为 多 (X,Y) 的 子 集 . 
1。 设 weXX. 我 们 说 万 在 点 a 上 等 度 连续 , 是 指 对 于 任何 s > 0, 存在 a 的 领域 
V, 使 得 对 于 任何 fe EE, 有 
df(V)) < <. 
2。 同时, 当 瑟 是 距离 空间 时 , 我 们 说 媚 是 一 致 等 度 连 续 (或 同等 连续 ) 的 , 是 指 
对 于 任何 s > 0, 存在 m > 0, 使 得 对 于 任何 f € 万 ， 


(d(z,y) < 7) = (d(f(7), 1(W) < 6)， 


刀 是 一 致 等 度 连续 , 这 种 说 法 显然 等 价 于 以 下 说 法 : 的 所 有 f 有 公共 连续 
模 %. 
如 果 五 一 致 等 度 连 续 , 那么 它 不 仅 等 度 连续 , 并 且 任 何 fe EB 是 一 致 连 续 的 . 


例 23-2 1° 如 果 f 表示 X 到 YY 的 连续 映射 ,那么 集合 {f} 处 处 等 度 连续 , 但 
仅 当 f 一 致 连续 时 它 才 一 致 等 度 连续 . 

2。 设 五 为 [0,1] 到 自身 的 映射 z 一 z" 的 集合 . 每 个 f 一 致 连续 , 忆 在 [0,1] 的 
任何 点 上 都 连续 , 但 EF 不 是 一 致 等 度 连 续 的 . 

3。 如 果 X 和 了 是 距离 空间 , X 到 YY 的 比 为 k 的 Lipschitz 映射 集合 下 (其 中 
k > 0) 是 一 致 等 度 连续 的 . 

4° 设 基 , 为 两 个 紧 距 离 空 间 , f 为 X x 了 到 距离 空间 Y 的 连续 映射 . 到 YY 
的 偏 映射 f: z 一 f(z,i) 的 集合 已 是 一 致 等 度 连 续 的 . 这 是 了 在 和 xT 上 的 一 致 连 
续 的 直接 推论 . 


命题 23-3 设 天 为 紧 距离 空间 ,Y 为 距离 空间 . 那么 多 (X,Y) 的 任何 等 度 连 
续 子 集 是 一 臻 等 度 连 续 的 . 

证 明 设 。 > 0; 如 果 万 等 度 连续 , 那么 对 于 任何 ze XX, 存在 含 z 的 开 集 ws， 
使 得 对 于 任何 f € EE, 5(f(wz)) < e. 根据 引 理 18-1, 于 是 存在 数 p > 0, 使 得 X 
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中 任何 半径 为 p 的 开 球 包含 在 这 些 we 的 一 个 之 中 ; 换 句 话说 ，(d(z,g) < p) 导致 
d(f (7), f(y)) < e. 口 


一 致 等 度 连续 性 的 解释 23-4 

是 函数 的 一 致 等 度 连续 集 等 价 于 对 所 有 f e EB 存在 公共 的 连续 模 vy. 

于 是 设 任意 a > 0, 4 为 X 的 a 稠密 子 集 ， 其 意义 为 对 于 任何 zx e X, 有 
d(z, 4) < a. 对 于 任何 f e E, 关系 式 


(d(x1, 22) < a) 一 (d(f(z1), f(z2)) < 2(o)) 


因此 , 对 了 在 4 上 的 限制 的 了 解 就 可 导致 对 f 在 X 上 的 至 多 相差 p(a) 的 了 解 . 

换 句 话说 , E 的 函数 f 有 某 种 用 它们 的 连续 模 来 度量 的 “刚性 ”. 

例如 ,对 [0,1] 上 的 比 为 的 Lipschitz 数值 函数 f 而 言 ， 只 要 f(1/n)， 
了 (2/n),… ,f(p/n),… 已 知 , 就 处 处 在 相差 有/n 的 意义 下 已 知 . 

一 致 等 度 连续 性 的 所 有 推论 都 起 源 于 这 种 “刚性 ”. 

定理 23-5 (Ascoli 定理 ) 设 和 和 为 两 个 紧 距 离 空间 , 互 为 被 赋 以 一 致 收 
和 敛 拓 扑 的 空间 多 (X, 了 了) 的 子 集 . 

马 一 致 等 度 连 续 等 价 于 马 在 多 (X,Y) 中 相对 紧 . 

证 明 1° 设 马 一 致 等 度 连续 ; 为 了 指出 互 是 紧 的 , 根据 定理 18-2 的 推论 , 只 需 
证 明 E 的 元 素 的 任何 无 限 序列 5S 包含 在 (X,Y) 中 收敛 的 子 列 ; 由 于 (X,Y) 完 
备 (因为 了 完备 ), 甚至 只 需 指出 5S 包含 Cauchy 子 列 . 

设 为 所 有 f e E 的 公共 连续 模 . 对 于 任何 s > 0, 存在 由 半径 为 e 和 中 心 为 
zi (i 二 1,… ,n) 的 开 球 所 组 成 的 X 的 有 限 覆 盖 . 

由 于 了 紧 , 在 5 中 可 选 出 子 列 51(e), 使 得 对 于 任何 f 和 ge Si(e), 有 


dy(f(z),g(z)) < yple) 在 点 z= zl 上 成 立 . (1) 


由 这 一 序列 5S1(e), 我 们 又 可 以 选 出 在 点 za 上 具有 同样 性 质 的 序列 $2(e); 以 后 
依 此 类 推 . 直到 ”次 操作 后 , 我 们 就 构造 了 一 个 对 每 个 点 z; (i = 1,2,… ,n) 满足 不 
等 式 (1) 的 子 列 Sn(e); 我 们 把 它 表示 为 S(e). 

由 构造 方法 , 对 于 任何 z e X, 存在 点 zi, 使 得 


dx (7X, 7i) < &, 


这 就 导致 
dy (f(z), f (7i)) < ple) 


对 于 任何 f e 5 成 立 . 
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对 于 任何 f,g € S(e), 因而 有 
dy (f(x), 9(7)) 和 dy (f(72), f(2i)) + dy (f (2i), 9(7i)) + dy (g(7i), 9(7)) & 3p(e). 


换 句 话说 , 有 
d(f,g9) < 3¢(e). (2) 
这 样 , 我 们 就 明确 给 出 了 一 种 程序 , 它 使 任何 序列 5 联系 一 个 子 列 S(e), 后 者 的 
任意 两 个 元 素 f,g 都 满足 关系 式 (2). 
对 于 s 依次 给 定 值 为 (1,1/2,… ,1/n,…), 只 需 重复 上 述 程序 , 就 可 得 到 逐次 的 
序列 : 
3,S()S(12) 3S(1/2 ,1/n),.…: 


其 中 每 一 个 都 是 前 一 个 的 子 列 . 

由 于 yp(1/n) 有 极限 为 0, 这 个 序列 的 对 角 线 列 是 Cauchy 列 @. 这 就 是 所 求 的 序 
列 . 

2。 设 已 为 多 (XY) 的 紧 子 集 . 

对 于 任何 s > 0, 存在 EE 的 点 的 有 限 序列 (及, fo,… , 所 ), 使 得 开 球 B(fi,e) 构 
成 五 的 开 覆 盖 . 对 于 每 个 fi, 存在 > 0, 使 得 不 等 式 


dx (TX1, 72) < mM 


导致 
dy (fi(21), ji(za)) < <. 
设 7 为 这 些 nm; 中 最 小 的 数 ; 对 于 任何 fe 5, 注意 到 f 属于 某 个 B(fi,e), 从 而 
就 有 : 
dy (f(z1), f (22)) 和 3e， 


dx (x1, 72) & 1. 
换 铝 话说 , EB 是 一 致 等 度 连 续 的 . 口 


大 定理 23-5 不 能 推广 到 X 或 者 Y 是 局 部 紧 而 非 紧 的 情形 . 

例如 , [0, 1] 到 RR 的 常数 映射 的 集合 妃 显然 是 一 致 等 度 连续 的 ; 然而 , 它 不 是 相 
对 紧 的 . 

同样 及 到 [0,1] 的 映射 > 一 1/[1 + (z 一 站 的 集合 是 一 致 等 度 连续 的 , 但 它 不 
是 相对 紧 的 ， 


@ 我 们 曾经 提 到 过 , 本 书 总 是 避免 利用 选择 公理 . 但 是 这 里 用 了 Cantor 对 角 线 方法 , 它 需 要 承 
认 选 择 公 理 或 较 弱 的 可 数 选择 公理 . 这 对 Ascoli 定理 来 说 是 本 质 的 . 一 一 译 者 注 
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例 区 间 [0,1] 到 区 间 [o 刀 的 比 为 到 的 Lipschitz 映射 集合 对 于 一 致 收敛 拓扑 
是 紧 的 . 
注 23-6 更 一 般 地 , 如 果 XX 是 紧 距 离 空间 , Y 是 任意 距离 空间 , EB 是 被 赋 以 一 
致 距离 的 (X,Y) 的 子 集 , 那么 是 相对 紧 的 等 价 于 已 一 致 等 度 连续 以 及 此 f(X) 
E 


相对 紧 , 即 的 f 在 Y 的 同一 个 紧 集 中 取 值 . 这 一 等 价 性 是 Ascoli 定理 的 一 个 容 
易 的 推论 . 


824. 全 变 差 和 长 度 


直到 现在 为 止 , 我 们 所 研究 的 诸如 连续 、 一 致 连续 、 一 致 收敛 等 概念 都 没有 度量 
特征 , 即使 当 利用 一 种 距离 研究 它们 更 为 方便 时 , 也 是 如 此 . 

相反 , 我 们 即将 定义 的 全 变 差 则 表现 出 本 质 上 是 一 种 度量 特征 . 

设 了 为 全 序 集 ( 它 将 起 着 参数 集 的 作用 ), f 为 了 到 距离 空间 EE 的 映射 ; 为 了 简 
化 记号 , 我 们 将 以 |zy| 来 表示 5 的 两 点 z,y 的 距离 . 


定义 24-1 对 于 任何 人 的 有 限 集 o, 所 谓 f 在 go 上 的 全 变 差 , 是 指 下 列 数 : 
= 2 |f (ti)f (tir1)), 


其 中 ti (ti <to<... < 如) 表示 a 的 点 . 

三 角形 不 等 式 立即 指出 (oc c o') 一 (WV; < 帮 '); 换 名 话说, 万 是 o 的 递增 函 
数 . 于 是 自然 可 提出 下 列 定义 : 

定义 24-2 对 于 任何 4CT, 所 谓 f 在 A 上 的 全 变 差 , 是 指 有 限 或 无 限 非 负 
数 , 它 定 义 为 : 

Va = supV。 (对 于 所 有 有 限 o C A). 

当 V4 < oo, 我 们 说 , f 在 4 上 有 界 变 差 . 

显然 Va 是 4 的 递增 函数 . 

特别 地 , 如 果 了 有 第 一 个 点 a 和 最 后 一 个 点 6, 那么 有 

他 >WVWauo 或 Viz |f(a)f(B)|. 
例 1" 设 /为 了 到 到 的 递增 映射 . 
关系 式 
Vo = DFtiti) — Ft) = f(tn) 一) 

指出 , 如 果 工 有 第 一 个 点 a 和 最 后 一 个 点 68, 那么 
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如 果 f 递减 , 那么 
Vr = |f(8) — f(o)l. 
2° 设 f 为 RR 的 区 间 [a,4] 到 距离 空间 的 比 为 上 的 Lipschitz 映射 . 
对 于 任何 c = 亿 } Cc [可 我 们 有 
Vi Sk (titi—ti) < k(b— oa). 
因此 ， 
Va,al < k(b a a). 
命题 24-3 全 变 差 在 下 列 意义 下 是 可 加 的 : 对 于 任何 z eT, 如 果 置 
下 =((-oozZ)nT 和 T= (zs,+00)) NT, 
那么 有 
Vr = Vn + Va. 
事实 上 , 由 于 VW 是 o 的 递增 函数 , 我 们 也 有 


Vr =sup 们 ， 对 于 所 有 含 z 的 有 限 o 成 立 . 


既然 一 个 这 样 的 有 限 的 o 无 非 就 是 某 个 五 的 含 x 的 cx 和 某 个 TZ 的 含 z 的 
02 的 并 , 从 而 
Vo = Vo 十 Vo,; 


因此 , 我 们 有 
Vr = supVs = sup(Vo, + Vo,) = sup Vo, + supVo, = Vo, 十 了 口 
定义 24-4 设 了 ,了 "为 两 个 全 序 集 ， 户 f' 为 T,T' 各 自 到 忆 的 两 个 映射 . 我 们 
说 f, f' 是 等 价 的 , 是 指 存在 T' 到 人 上 的 递增 双 射 p, 使 得 六 = fovy. 
这 样 的 关系 显然 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 , 因而 是 等 价 关系 . 


命题 24-5 如 果 f 和 j 等 价 , 那么 f 和 f' 分 别 在 TT 和 T' 上 的 全 变 差 V 和 
V' 相等 . 


事实 上 , 对 于 任何 z',y ee 有 
F(z FY) = |f (9(7))f (p(y )); 


因而 对 于 任何 oc T', f' 在 o' 上 的 全 变 差 等 于 f 在 o = 2(c') 上 的 全 变 差 . 
由 此 得 到 V' < V; 同 理 可 证 V < V', 故 等 式 成 立 . 


II. 距离 空间 ‘87. 


参数 化 曲线 今后 我 们 将 只 考虑 工 是 R 的 区 间 [a,9] 和 f 是 连续 的 情形 ; 在 这 
种 情形 下 , 我 们 说 , 二 元 组 (7T, f) 是 参数 化 曲线 或 路 径 , 并 称 Vi 为 这 一 曲线 的 长 度 ; 
当 这 一 长 度 有 限时 , 我 们 说 曲线 是 可 度 长 的 . 

对 于 了 的 任何 有 限 子 集 o, 设 


o= {t,t2,… ,tn}， 其 中 4a= <to<…<=b, 


我 们 称 数 
Ac) = sup |tit1 — ti 
为 o 的 模 . 
定理 24-6 对 于 任何 参数 化 曲线 (T, f), Vr 是 Vj 当 模 Ac) 趋向 于 0 时 的 极限 . 
换 句 话说 (为 固定 思路 , 假设 Vr < co), 对 于 任何 。 > 0, 存在 7 > 0, 使 得 


(4(0) <7) —> (Vr -Vo <e). 


有 时 我 们 把 这 条 定理 说 成 是 : 曲线 的 长 度 是 曲线 上 的 内 接 多 边 形 长 度 的 极限 , 这 
里 是 指 把 任何 二 元 组 (c, f) 称 为 内 接 多 边 形 , 其 中 了 的 有 限 子 集 o 包含 a 入. 


证 明 我 们 假设 Vi < oo; 当 Wr = co 时 , 证 明 完 全 类 似 . 
对 于 任意 s > 0, 根据 Vr 的 定义 , 存在 有 限 集 co = {ti1,to,… ,如 使 得 


Vr—Vo <e. 
由 于 了 在 T 上 一 致 连续 , 存在 一 个 数 7 > 0, 使 得 只 要 lu 一 v| < ,就 有 
|f (wf (0)| < e/no; 


此 外 还 假定 7 小 于 与 co 关联 的 诸 区 间 [ti,titi] 的 最 小 长 度 . 

现在 设 o 是 了 的 模 j.(o) < 7 的 任意 有 限 子 集 . co 的 每 个 区 间 [ti,tit1] 至 少 包 
含 o 的 一 个 异 于 去 和 ti 的 点 ; 用 女 (相应 地 , 坟 ) 表示 o 的 满足 条 件 t < 去 (相应 
地 ,上 > 右 ) 的 点 t 中 的 最 大 (相应 地 , 最 小 ) 者 (图 5); 令 


f(ti)=m; fH) = mi; f (1) =m. 


ti_1 tsi ti+1 
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则 有 
Vouoo — Vo < DNmimil + mamt| — mm < 》 mlrmal 二 ma 
人 2 


< 2(e/no)no = 2e. 


把 关系 式 
Vr ES Vo, < E 
Voo < Vouoo 
Vouoo —V<2e 
两 边 相 加 得 到 
Vr —V < 3e; 
这 就 是 要 找 的 不 等 式 , 只 不 过 < 换 成 了 3e. 口 


推论 24-7 如 果 Vi < co, 那么 从 了 到 民 内 的 映射 t+ 一; Vio] 是 递增 的 和 连 
续 的 . 


证 明 给 定 s > 0; 那么 存在 7 > 0, 使 得 
(1(0) <n) 一 (条 一 Yo<el 
以 及 
(ly—z|<7 = (|f(7)f(9)| < s). 


现在 设 zx 和 y 是 [a,9] 中 满足 0 < y -xz < 7 的 任意 两 个 点 . 

存在 一 个 o, 它 含 有 z 和 y, 但 不 含有 [zx,y] 的 任何 其 他 点 , 并 且 其 模 we) < 六 
用 ol 和 os 分 别 表示 o 跟 [a,zx] 和 [wy, 0| 的 交集 . 

关系 式 Vir < Vj + 改写 为 


Vla,z] 丰 Viz,y) 十 Viy,d) Vla,d] <Ve+i+e= Vo 十 [f(z)f(y)| 不 Vos +é 
< Via,z] + e+ Vydl + e- 
于 是 对 于 所 有 满足 ly 一 z| <n 的 x 和 w, 有 


Viz,y]l < 2e. 口 


以 下 的 陈述 涉及 赋 范 空间 (参见 第 二 章 15-3 和 15-4),@ 不 过 显然 可 以 假定 巨 就 
是 Euclid 空间 R". 
中 原 书 此 处 为 “参见 第 六 章 15-3 和 15-4”. 一 一 译 者 注 
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推论 24-8 如 果 轧 是 赋 范 空间 , 并 且 映 射 f 有 一 个 连续 导数 , 则 
b 
vr= { Ila 


证 明 给 定 s > 0; 由 于 f' 一 致 连续 , 存在 7 > 0, 使 得 只 要 0 < wv 一 wu < 7 就 有 
|f'(w) -= Po < s; 第 二 章 命题 15-7 表明 


上 WwW- 一 WO 一 一 ol<ss@ 一切: (1) 


现在 设 有 限 子 集 c CT; 存在 另 一 个 有 限 的 o' 满足 c c o', 使 得 o' 的 相继 两 个 
点 刀 ,titl 满足 站 1 一直 < 思 并且 


(tin —ti)|f' (ta)l 


与 b 
/Ole 
相差 小 于 < 
关系 式 (1) 应 用 到 点 对 (t,tir1) 上 , 并 且 利 用 三 角形 不 等 式 , 求 和 之 后 给 出 
(BOF) = FD) = Din tN FN < el6—o). () 
由 此 得 到 
b 
vf rt < eb -a) +e. (3) 
而 Vo < Veo, 从 而 


Vr = sup Vo = sup Vo. 
关系 式 (3) 就 证 明了 推论 所 断言 的 等 式 . 口 
特殊 情形 ”如果 三 是 被 赋 以 Euclid 范 数 的 空间 R", 用 户 表示 f 的 坐标 映射 ， 


推论 的 等 式 就 变 成 es 
代 = 人 (FF) A 


乘积 空间 的 参数 化 曲线 设 E, 组 成 距离 空间 的 一 个 有 限 族 , EB; 上 的 距离 是 d;， 
而 d 是 E; 的 乘积 空间 EE 上 的 任何 一 个 常用 距离 . 
设 f= (fi) 是 从 [a,9] 到 巨 内 的 一 个 映射 ; 而 VV (对 应 地 , 扩 ) 是 f (对 应 地 , fi ) 
的 全 变 差 . 
从 不 等 式 
di(zi, Yi) < dc) < >》 di(zi, Yi) 
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得 到 一 个 对 在 [a,4] 的 所 有 有 限 子 集 c 上 的 变 差 成 立 的 类 似 不 等 式 , 继而 有 
V&V NV. 
特别 是 我 们 可 陈述 : 


命题 24-9 说 距离 空间 的 有 限 乘 积 空间 的 参数 化 曲线 是 可 求 长 的 , 等 价 于 说 它 
在 每 个 因子 空间 上 的 投影 是 可 求 长 的 . 


例 1° 设 工 是 由 从 [wo 外 到 了 "内 的 一 个 连续 映射 f = (所 ) 定义 的 Euclid 空 
间 R" 的 曲线 ; 说 工 是 可 求 长 的 , 等 价 于 说 每 个 f; 是 有 界 变 差 的 . 

2° 设 工 是 从 [中 到 玉 内 的 一 个 连续 映射 f 在 R? 上 的 图 像 ; 这 里 可 以 把 图 像 
FT 等 同 于 曲线 x 一 ' (z, f(z)). 于 是 当 f 是 有 界 变 差 的 时 候 , 这 个 图 像 有 一 个 有 限 
长 度 . 


必须 注意 f 的 全 变 差 V (或 者 与 f 关联 的 及 中 的 路 径 的 长 度 ) 决 不 等 于 f 
图 像 的 长 度 ; 后 者 是 区 间 (VV + - a] 中 的 一 个 元 素 . 


有 界 变 差 的 数值 函数 ”前面 的 例子 表明 有 界 变 差 的 数值 函数 的 重要 性 . 我 们 由 
此 也 对 它们 进行 简要 的 研究 . 更 准确 地 说 , 我 们 将 研究 在 [a,6] 上 有 界 变 差 的 有 限 数 
值 函数 的 集合 的 结构 . 

对 于 所 有 f € ,我 们 以 V(f) 表示 f 在 [中 上 的 全 变 差 . 


命题 24-10 1° WW 是 一 个 向 量 空间 ,并且 VV 是 上 的 一 个 半 范 数 , 其 含义 是 
V2>0; YA 六 = 人 VOD Vfi+f2) < VF)+V(f2). 
2° YY 包含 递增 函数 的 凸 锥 @ W‰, 并 且 Y 的 所 有 元 素 是 和 的 两 个 元 素 的 差 . 
证 明 1° 设 f 和 9g 是 [a,b] 上 的 任意 两 个 数值 函数 , 令 hh = f 十 g. 对 于 所 有 
u,v € [oa 外 有 
Ih(w) — h(v)| = |(f(2) — f(%)) + (9(0) — go)| < Go) — FW + lg(v) — go)|. 
于 是 对 于 [a,b] 的 所 有 有 限 子 集 o, 有 : 
Velh) < Vf)+V(9) < V+ 


由 此 得 到 
V(f +9)=V(h) < V(f)+V(9). 
于 是 ,如 果 f 和 geY, 则 f+geY. 


向量 空间 中 的 集合 C 称 为 凸 锥 , 是 指 它 满足 : 
DYA>0, XCCC; joC+Cco. 一 一 译 者 注 
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另外 , 对 于 所 有 f e Y 显然 有 V(Mf) = |AIV(f). 故 显然 是 向 量 空间 ,并 且 V 
是 上 的 半 范 数 . 

2° 我 们 已 经 知道 , 如 果 f 是 递增 的 , 则 V(f) = f(b) - f(a), 随 之 加 cY. 由 于 
Y 是 一 个 向 量 空间 , 如 果 f 和 9 e %, 则 有 f 一 ge Y; 现在 证 明 其 逆 . 

设 feyY. 对 于 所 有 te [a,0], 用 p(t) 表示 f 在 [o 吉 上 的 全 变 差 ; 并 且 令 

Vt) = p(t) + f(t). 
对 于 所 有 ww,v € [a,9], 若 wu<wv, 则 
Wo) — Yu) = (pv) — pu)) + (fv) — f(%)). 
而 由 全 变 差 的 可 加 性 得 知 yp(v) - p(w) 是 f 在 [u,v] 上 的 全 变 差 ; 故 有 
ov) — pl(u) > |f(v) — fF(u)|, 由 此 知 Wo) -yw(u) >0. 

于 是 确实 有 wy, % e %; 由 于 f = 一 yp, 性质 被 证 实 . 口 

推论 24-11 在 [ai 上 的 所 有 有 界 变 差 的 数值 函数 在 任何 点 上 有 左 、 右 极限 . 

事实 上 , 递增 函数 具有 这 个 性 质 , 并 且 相 减 仍 保持 此 性 质 . 


连续 函数 情形 ”沿用 前 面 的 记号 , 如 果 f 是 有 界 变 差 连续 函数 , 则 函数 yp 连续 
(推论 24-7); 从 而 也 连续 . 
于 是 , 所 有 有 界 变 差 连续 数值 函数 是 两 个 递增 连续 函数 的 差 . 


有 界 变 差 数 值 函数 的 例子 24-12 1° 所 有 在 及 的 区 间 工 上 的 有 界 并 且 按 区 间 
单调 的 函数 , 即 存在 I 的 一 个 由 区 间 组 成 的 有 限 分 割 (区 间 有 可 能 退缩 为 点 ), 使 得 f 
在 每 个 区 间 是 单调 的 . 当 f 连续 时 , f 在 I 上 的 全 变 差 是 它 在 这 些 子 区 间 上 的 变 差 
的 和 . 

所 有 初等 函数 都 有 这 一 特性 . 

2° 如 果 f 是 [a,b] 上 的 比 为 上 的 Lipschitz 映射, 则 


V(f) < kb— aoa). 


特别 地 , 当 函 数 f 可 导 , 并 且 其 导数 六 有 界 时 就 是 这 种 情形 . 事实 上 , 如 果 | 着 < &， 
则 了 是 比 为 k 的 Lipschitz 映射 . 
更 确切 地 说 , 如 果 f' 是 连续 的 , 则 有 


b 
V(f) = 让 If'(Dlat. 
这 是 在 推论 24.8 中 所 建立 的 关系 式 (对 于 n 二 1) 的 一 个 特殊 情形 


“92 ， 第 一 章 拓扑 空间 和 距离 空间 


3° 反之 , 这 里 有 一 个 在 [a, 相 上 处 处 可 导 但 有 无 限 全 变 差 的 连续 函数 的 简单 例 
子 ; 
这 是 由 下 列 关系 在 [-1,1] 上 定义 的 函数 f: 


f(0) =0; ”对 于 所 有 z 尖 0， jz) = z2 cos2(r/z2). 


事实 上 , 对 于 每 个 大 于 1 的 整数 w f 在 [In-!/?,1] 上 的 全 变 差 等 于 1 上 + 2(1/2 十 
一 十 1/(n 一 1)) 十 1/n%, 而 这 个 和 随 着 ” 趋 于 +oc. 


IV. 习 题 
说 明 : ” 较 难 的 习题 都 打上 了 星 号 . 


直线 及 与 空间 RR” 


1° 设 f 是 区 间 [a, 6] 到 区 间 [a,5] 上 的 严格 递增 双 射 . 证 明 , f 连续 , 且 反 函数 
f- 在 [a,b] 上 有 定义 并 连续 ( 换 句 话说 , f 是 同 胚 ). 
*2° 设 4 和 B 是 (0,1) 的 两 个 可 数 处 处 稠 子 集 . 
a) 证 明 , 存在 无 限 多 个 4 到 B5 上 的 递增 双 射 . 
b) 证 明 , 这 种 双 射 可 以 用 唯一 的 方式 延 拓 为 [0, 1] 到 自身 的 同 胚 . 
*3。 证 明 , 不 存在 任何 把 区 间 [0, 1] 分 为 非 空 闭 子 集 的 可 数 分 划 . 

4? 以 0.a102…an… 表示 x e [0,1) 的 十 进展 开 式 ; 令 Sn(z) = al 二 az 十 … 十 am， 
且 设 Ae [0,9). 证 明 , 对 于 任何 n 满足 Sn < Mn 的 z 的 集合 是 没有 孤立 点 的 紧 集 ， 
但 不 包含 任何 区 间 . 

5 证明 任 何 RR 到 RR 的 等 距 有 形式 为 x 一 a+z 或 Tz 一 a 一 zx. 

6° 证 明 在 R"*(n > 2) 中 , 任何 紧 方 块 的 余 集 是 连通 的 . 

7 设 DD 是 R"(n > 2) 的 区 域 

a) 证 明 , 对 于 D 中 的 任意 三 个 不 同 的 点 a,b,c, 在 D 中 存在 包含 a。 和 65、 但 不 
包含 c 的 折线 . 

b) 由 此 推出 , D 不 同 胚 于 R 的 任何 子 集 . 

8” 证明 , R" 的 任何 简单 孤 在 R"” 中 玻 (利用 习题 7). 

9° 证明, R" 中 的 由 球面 污 x? = 1 去 掉 点 (0,… ,0,1) 后 的 集合 4 同 胚 于 R"-1. 
(由 n= 2 或 3 开始 , 利用 球 极 平面 射影 , 然后 推广 这 一 处 理 方法 ). 

10? 证 明 , R" 的 任何 开 球 同 胚 于 R". 


中 原 书 误 为 1+ 1/2 十 … 十 1/m. 一 一 译 者 注 
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11° 证 明 , R? 的 任何 紧 凸 集 或 者 是 区 间 , 或 者 同 胚 于 闭 圆 盘 . 陈述 并 证 明 R" 中 
的 类 似 结果 . 

12” 设 w 为 R" 的 包含 O 的 开 集 . 又 设 EE 是 满足 [0,z] cw 的 z ew 的 集合 
(w 中 以 0 为 中 心 的 星 形 ); 指出 E 是 开 集 , 且 与 以 O 为 起 点 的 任何 半 直 线 5 交 于 一 
个 区 间 . 

对 于 任何 5, 令 yp(6) 为 (5 ns) 的 长 度 . 证 明 , yp 是 5 的 下 半 连 续 函 数 (参看 第 
二 章 ). 

13° 设 f 为 了" 到 Rn" 的 子 集 4 上 的 等 距 满 射 . 

a) 证 明 , R" 的 任何 直线 A 的 像 f(A) 是 直线 . 

b) 由 此 推出 f 是 仿 射 变换 , 上 且 4 = R". 


拓扑 空间 


14° 设 为 包含 处 处 稠 可 数 子 集 的 拓扑 空间 . 证 明 , E 的 任何 不 相交 的 非 空 开 
集 族 是 有 限 的 或 可 数 的 . 
15” 考虑 及 的 下 列 形式 的 子 集 集合 6 : 


XX = (R 的 开 集 )( 有 限 或 可 数 集 ). 


证 明 , 6 是 对 于 及 上 的 某 种 拓扑 多 的 开 集 的 集 , 并 研究 这 种 拓扑 . 特别 是 , 确定 名 
的 紧 集 . 

16。 设 4 为 R? 的 闭 子 集 ; 5 为 4 中 满足 如 下 条 件 的 点 z 的 集合 : x 在 4 中 有 
一 包含 在 顶点 为 z、 角度 < 的 角 内 的 邻 域 . 证 明 5 为 有 限 集 或 可 数 集 . 

17"。 以 X* 表示 拓扑 空间 E 的 子 集 X 的 边界 ; 证 明 ， 


xi=(xn( 芝 ))uCGRNOO. 


18" 设 五 为 拓扑 空间 ; X 为 五 的 子 集 . 我 们 把 如 中 那些 是 X 的 点 列 的 极限 的 
点 全 体 称 为 X 的 序列 附着 集 ; 我 们 说 X 是 序列 闭 的 , 是 指 它 恒 同 于 它 的 序列 附着 
集 . 通过 例子 指出 , XX 的 序列 附着 集 并 非 总 是 序列 闭 的 (利用 习题 107). 

什么 是 X 的 序列 闭 包 ? 是 否 总 存在 序列 闭 包 ? 

19° 设 忆 为 拓扑 空间 , X 为 B 的 闭 子 集 . 我 们 称 X 的 聚 点 集 X(D 为 X 的 导 
集 ; 再 假设 Xm+1 为 X(" 的 导 集 , 来 定义 逐次 导 集 Xm. 然后 , 置 


X2w” =NX". 


在 及 中 构造 闭 集 4, 使 得 4( (相应 地 ,42) 退化 为 一 点 . 
20° 设 /为 拓扑 空间 瓦 到 以 的 映射 ; 证 明 , 如 果 对 于 任何 和 eR, {zx: f(z) < 入 
和 {zx : f(z) > 和 } 是 开 集 , 那么 f 连续 . 更 一 般 地 , 设 f 为 BE 到 拓扑 空间 下 的 映射 ; 
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(wi) 为 下 的 开 集 族 , 使 得 FF 的 任何 开 集 都 是 开 集 wi 的 有 限 交 的 并 (我 们 说 这 个 族 
生成 F 的 拓扑 ). 怎样 用 开 集 wi 来 刻画 连续 映射 f? 

21° 我 们 说 拓扑 空间 E 到 另 一 个 拓扑 空间 FF 的 映射 f 是 开 的 , 是 指 对 于 任何 
EB 的 开 集 w, f(w) 是 FF 的 开 集 . 

a) 证 明 , 乘积 空间 到 每 一 因子 空间 的 射影 是 开 映 射 . 

b) 刻画 及 (相应 地 , R") 到 RR 的 连续 开 映 射 的 条 件 . 
c) 证 明 , C 到 C 的 非常 数 全 纯 映 射 是 开 的 . 

22° 设 f 为 拓扑 空间 EB 到 R 的 连续 映射 . 证 明 , 对 于 任何 及 的 开 集 w, f-!1(w) 
是 Fo 开 集 (参看 习题 73). 

23° 设 电 为 有 可 数 基 (参看 习题 88) 的 拓扑 空间 , f 为 上 的 数值 函数 . 指出 ， 
如 果 M 表示 其 上 f 有 局 部 最 大 值 的 点 ze 五 的 集合 , 则 f(M) 有 限 或 可 数 . 

24° 设 妃 为 有 可 数 基 的 分 离 拓扑 空间 ; 证 明 EE 的 没有 任何 可 数 邻 域 的 点 的 集合 
PP 是 完全 集 (没有 孤立 点 的 闭 集 ). 证 明 (ENP) 至 多 为 可 数 集 . 

25° 指出 , 及 的 开 集 集 (和 闭 集 集 ) 有 连续 统 势 ; 对 于 R" 讨论 同样 问题 . 由 此 推 
断 R" 到 R? 的 连续 映射 集 的 势 . 

26° 我 们 说 ”个 变量 的 实 系数 二 次 型 aijzizj 是 正定 的 , 是 指 它 对 于 任何 
(zi) 关 0 大 于 0， 证 明 , 在 空间 RN 中 (N = n(n 一 1)/2), 表示 这 些 二 次 型 的 点 
Q 一 (Qij) 的 集合 是 开 集 . 

27° 是 否 存在 [0,1] 上 的 连续 数值 函数 f, 使 得 f(x) 对 于 无 理 数 > 是 有 理 数 , 而 
对 于 有 理 数 x 是 无 理 数 ? 

28° 在 及 中 求 两 个 子 集 X,Y, 使 得 它们 中 的 每 一 个 都 是 另 一 个 通过 连续 双 射 后 
的 像 , 但 它们 并 不 同 胚 . 

29° 设 X 为 拓扑 空间 B 的 子 集 . 在 怎样 的 条 件 下 , X 的 特征 函数 是 连续 的 ? 

30° 设 X,Y 为 分 离 拓扑 空间 B 的 两 个 子 集 , 并 且 巨 = XUY. 当 ff 在 XX 和 Y 
上 的 限制 连续 时 , f 是 否 也 连续 ? 考察 X 和 Y 都 是 闭 集 (或 开 集 ) 的 情形 . 

31 证 明 , 对 于 任何 拓扑 空间 5, 5 x 5 的 对 角 线 A 与 五 同 胚 . 

32。 设 f 为 拓扑 空间 EE 到 拓扑 空间 F 的 连续 映射 , T 为 f 在 xF 上 的 图 像 . 
证 明 EB 和 工 同 及 . 

33° 设 五 为 分 离 拓扑 空间 , f 为 BE 到 自身 的 连续 映射 . 指出 五 的 满足 f(z) =z 
的 点 z 的 集合 I 是 闭 集 . 

给 出 工 是 空 集 而 E 是 紧 距 离 空间 的 各 种 例子 . 证 明 这 时 d(x, f(z)) 总 保持 大 于 
常数 > 0. 

证 明 , 当 E 是 R? 的 包含 O 的 线段 的 有 限 并 集 时 , 7 非 空 . 

34° 证 明 , 为 使 空间 忆 分 离 , 必须 且 只 需 EB? 的 对 角 线 在 EB? 中 是 闭 集 . 

35° 设 f 为 分 离 空间 X 到 自身 的 连续 映射 . 指出 X 的 满足 f(z) = z 的 点 z 的 
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集合 是 闭 集 @. 

36° 设 户 9 为 拓扑 空间 EE 到 分 离 拓扑 空间 F 的 两 个 连续 映射 . 如 果 f 和 9 在 
瑟 的 处 处 稠 子 集 上 重合 , 证 明 f = 9. 

37? 设 (am,n) 为 N? 到 每 点 都 有 闭 邻 域 基 @ 的 分 离 拓扑 空间 的 映射 . 证 明 , 如 果 


lim amn=a, lim amn=bn,， 那么 lim b, =a. 
人 ee 7 一 Co 也 一 oo 


nOo0 


38° 设 巨 为 分 离 拓 扑 空间 , (an) 为 五 的 收敛 于 a 的 点 列 . 证 明 集 合 {Q, ai az 
是 紧 的 . 

39。 构造 R? 到 R 的 映射 (z,y) 一 f(x,y), 如 下 : 

1. 偏 映射 > 一 f(z,y) 和 y 一 f(z,y) 都 是 连续 的 . 

2. j 的 间断 点 集合 在 R? 中 处 处 稠密 . 

40° 设 忆 为 拓扑 空间 , (wi) 为 B 的 开 集 基 (参看 习题 88). 指出 , 如 果 的 任何 
由 wi; 所 构成 的 覆盖 包含 有 限 子 覆盖 , 那么 5 是 紧 的 . 

41° 设 (K) 是 分 离 空 间 EB 的 非 空 紧 集 的 递减 列 . 证 明 K = NK 非 空 , 且 对 于 
任何 包含 K 的 开 集 w, 存在 K;, 包含 在 w 中 . 
42° 设 五 为 无 限 紧 空间 ; A 表示 E x EB 的 对 角 线 . 证 明 存 在 5 x 5 的 可 数 子 集 
4, 满足 的 

4nA=C，4nAzC. 


43° 我 们 以 < 表示 定义 在 集合 = [0, 1]? 上 的 关系 : 
(x,y) < (z',y) 是 指 或 者 (z < zz 人), 或 者 (z = zy < vy). 


a) 证 明 , 这 是 全 序 关系 (字典 排列 顺序 ). 

b) 证 明 被 赋 以 与 这 一 序 关 系 相 联系 的 拓扑 的 EE 是 紧 的 . 

44° 设 (4n") 为 R 的 子 集 的 递减 列 , 其 中 每 一 个 都 是 有 限 个 两 两 不 交 的 闭 区 间 
的 并 集 . 又 假设 组 成 4, 的 每 个 区 间 恰 好 包含 两 个 组 成 4 1 的 区 间 , 且 这 些 区 间 的 
直径 随 着 1/n 趋向 于 0. 证 明 集 合 4 = nA 是 紧 的 , 上 且 没 有 孤立 点 ; 再 证 明 这 种 4 
中 的 任意 两 个 是 同 胚 的 . 

45° 指出 , 在 任何 分 离 空 间 X 中 , 如 果 两 个 紧 子 间 4 和 B 不 相交 , 那么 它们 具 
有 不 相交 的 邻 域 (从 处 理 B 退化 为 一 点 的 情形 着 手 ). 

46? 设 X 为 紧 空 间 , Y 为 任意 拓扑 空间 . 证 明 , 如 果 4 是 XX xY 中 的 闭 集 , 则 
它 在 Y 上 的 射影 也 是 闭 的 . 

47° 设 f 为 空间 X 到 分 离 空 间 Y 的 映射 . 

a) 证 明 , 如果 了 连续 , 则 了 的 图 像 在 X x Y 中 闭 ， 用 一 个 例子 证 明 (其 中 
= 了 Y = RR), 其 逆 命 题 不 成 立 . 


中 原文 如 此 . 但 这 个 题 实际 上 是 题 33。 的 一 部 分 . 一 一 译 者 注 
@ 这 一 条 件 为 译 者 所 加 , 否则 本 题 不 成 立 . 原作 者 已 同意 译 者 的 修改 . 一 一 译 者 注 


. 96 . 第 一 章 拓扑 空间 和 距离 空间 


b) 证 明 , 相反 , 当 Y 是 紧 的 时 , 这 两 个 论断 是 等 价 的 . 

48° 设 工 和 XX 是 两 个 紧 空间 , /为 工 xX 到 分 离 空间 Y 的 连续 映射 , 且 满 足 对 
于 任何 Ae 工 ,和 到 YY 的 映射 > 一 f(A,zx) 是 单 射 . 又 设 yo EYY. 

1. 证 明 , 使 方程 yo = f( 和 ,zx) 有 解 的 ez 的 集合 Lo 是 工 中 的 闭 集 . 

2. 证 明 , 这 一 方程 的 解 x = w(A) 是 Zo 上 的 入 的 连续 函数 . 

49° 设 在 R3 中 有 两 个 圆 C, 和 C2. 基于 最 大 值 性 质 , 证 明 , 至 少 存在 一 条 直线 
与 CO 和 Cs 以 及 它们 的 轴 相 交 . 

50° 在 平面 R? 上 引入 两 条 任意 的 轴 , 并 用 方程 az + by 十 c = 0 来 定义 直线 , 这 
里 a 和 不 全 为 零 . 利用 这 一 形式 , 建立 这 些 直线 的 集合 D 和 R3 中 通过 原点 的 直 
线 集合 间 的 对 应 . 由 此 能 在 D 上 导 得 怎样 的 自然 拓扑 ? 这 一 拓扑 是 否 依赖 轴 的 选择 ? 

在 D 上 可 以 附加 怎样 的 元 素 使 它 变 为 紧 的 ? 列举 其 他 的 与 这 个 紧 空间 同 胚 的 
空间 . 

能 否 用 类 似 的 方式 处 理 R3 的 直线 ? 

51。 指出 , 如 果 乘 积 X xY 是 紧 的 , 则 X 和 Y 都 是 紧 的 . 当 (X xY) 为 局 部 紧 
时 , 类 似 的 叙述 是 怎样 的 ? 

52° 设 空间 R3 中 有 三 条 直线 Al, Az,As, 两 两 不 平行 也 不 相交 . 证 明 , 在 所 有 
三 角形 (zx1, zx2, xz3), zi e Ai(i = 1,2,3) 中 , 有 一 个 面积 (相应 地 , 周 长 ) 最 小 者 . 

53° 证 明 , R? 中 至 少 有 一 个 坐标 为 无 理 数 的 点 的 集合 是 连通 集 . 

54。 设 (Cn) 是 拓扑 空间 互 的 连续 统 的 递减 列 . 证 明 它 们 的 交 C = nCy 也 是 连 
续 统 . 

55。 指出 函数 y = sin(1/z)(z e (0,1]) 的 图 像 是 连通 的 . 确定 它 的 闭 包 , 并 证 明 
这 是 连续 统 , 但 不 是 简单 孤 . 

56° 设 G 为 Rn” 的 开 集 . 

a) 证 明 G 的 每 个 连通 分 支 是 开 集 (因而 也 是 区 域 ). 

b) 证 明 这 些 连通 分 支 的 集合 至 多 是 可 数 集 . 

57° 设 4 为 全 序 集 , 并 被 赋 以 与 它 的 序 相 联 系 的 拓扑 . 证 明 , 如 果 4 是 连通 的 ， 
则 4 的 任何 有 上 界 子 集 有 上 确 界 , 且 4 的 任何 点 都 没有 后 继 者 (y 是 z 的 后 继 者 是 
指 zz <y, 且 (z,y) = 2). 道 命题 是 否 成 立 ? 

*58° 设 f 为 [0,1] 到 自身 的 同 胚 . 

1. 证 明 f 或 者 使 端点 不 变 , 或 者 使 端点 交换 . 

2. 如 果 f? = 恒 等 映射 , 证 明 , 或 者 f = 恒 等 映 射 , 或 者 f 在 某 种 可 明确 的 意义 
下 , 是 中 心 对 称 的 变形 . 

59。 设 /是 [0,1] 到 自身 的 连续 映射 ; 证 明 f 至 少 有 一 个 不 动 点 9. 

60° 设 4 为 [0,1] x [0, 1] 的 闭 子 集 , 且 对 于 任何 ze [0,1], 使 (z,y)e 4 的 y 集 
合 是 闭 区 间 1,. 证 明 , 存在 z 满足 z € 1. 

中 本 题 是 著名 的 Brouwer 定理 的 特例 , 但 这 里 它 又 是 题 33° 的 特例 . 一 一 译 者 注 


IV. 习 题 . 97. 


61° 设 巨 为 拓扑 空间 , 4 为 五 的 子 集 . 证 明 , 任何 与 A 和 EA4 相交 的 万 的 连 
通 子 集 也 与 4 的 边界 相交 . 


距离 空间 


62° 设 互 为 R3 的 球面 zz 二 内 +z2 = 1 被 赋 以 测 地 距离 而 得 的 距离 空间 . 

对 于 任何 m e E 和 数 p > 0, 计算 中 心 为 m、 半 径 为 p 的 “ 圆 "” 在 上 的 直径 
6(p). 证 明 6(p) 不 是 p 的 递增 函数 . 

*63° 我 们 采用 在 《分 析 教 程 》 第 一 章 @ 有 关 Cantor-Bernstein 定理 的 习题 中 的 记 
号 @@. 

现在 假定 4 和 B 是 拓扑 空间 (相应 地 , 距离 空间 ), pg 和 vw 是 同 胚 (相应 地 , 等 
只). 那么 在 这 一 习题 中 所 提示 的 证 明 将 导致 怎样 的 陈述 ? 

64° 设 (an) 为 距离 空间 的 点 列 . 指出 这 一 序列 的 附着 值 集合 恒 同 于 该 序列 的 收 
敛 子 列 的 极限 集合 . 

65° 设 /为 距离 空间 EE 到 拓扑 空间 F 的 映射 . 证 明 f 在 点 a。 上 的 连续 性 与 下 
列 性 质 等 价 : 

对 于 五 的 任何 满足 lim on = a 的 序列 (os), 有 lim f(an) = f(a). 

66° 设 f 为 拓扑 空间 X 到 距离 空间 Y 的 映射 . 对 于 任何 zo e X, 我 们 称 非 负 
数 w(f,z0) = inf(f(V) 的 直径 ) (其 中 V 遍历 zo 的 邻 域 集 ) 为 f 在 zo 上 的 振幅 . 

a) 指出 f 在 zo 的 连续 性 等 价 于 等 式 w(f, zo) = 0@. 

b) 指出 , 对 于 任何 s > 0, 互 的 满足 w( jz) > e 的 点 z 的 集合 是 闭 集 . 

67° 设 互 为 距离 空间 , (m,n) 一 amn 为 N? 到 五 的 映射 . 假设 


lim amn =am, lim am=a. 
侯 一 DO moo 
证 明 , 存在 N 的 子 列 ”一 pw, 使 得 
lim anp。= a. 


这 个 结果 能 否 推广 到 拓扑 空间 5 上 ? 
68" 设 X 为 距离 空间 , 4 为 X 的 子 集 . 对 于 任何 数 p > 0, 我 们 以 B(4, po) 表示 
满足 d(z, 4) < p 的 z e X 的 集合 . 


a) 证 明 B(A,p) = U Bls,p). 
ZE 
b) 证 明 4= 门 B(4,o). 
p 
@ 即 指 《 分 析 教 程 》 第 一 卷 的 第 一 章 . 一 一 译 者 注 
Q@Cantor-Bernstein 定理 是 说 , 如 果 对 于 集合 4,B, 存在 单 射 p : 4 一 互 和 单 射 少 :B 一 4, 那么 
必定 存在 4,B 间 的 双 射 . 一 一 译 者 注 


@ 有 关 振 幅 和 连续 性 的 结果 已 出 现在 正文 的 16-9 中 . 一 一 译 者 注 


.98 ， 第 一 章 拓扑 空间 和 距离 空间 


69° 设 X 为 距离 空间 , 4, B 为 X 的 两 个 闭 子 集 . 以 D4, Ds, 了 分别 表示 满足 
d(x, A) < d(x, B); dl(z, A) > d(x, B); dl(z, A) = qz, 也) 


的 z 的 集合 . 

a) 指出 Da 和 Da 是 开 集 . 由 此 推 得 4 和 B 具有 不 相交 的 开 邻 域 . 

b) 证 明 了 是 闭 集 , 并 对 X 是 平面 、4 和 B 表示 X 的 直线 、 圆 周 或 闭 圆 盘 的 情 
形 , 确定 这 一 集合 . 

70° 指出 任何 距离 空间 同 胚 于 有 界 距离 空间 . 对 于 一 致 结构 是 否 有 类 似 的 陈述 ? 

71。 构造 距离 空间 EE 到 另 一 个 距离 空间 F 的 连续 (甚至 一 致 连续 ) 双 射 、 但 不 
是 同 胚 的 例子 . 

*72。 设 f 是 拓扑 空间 五 的 处 处 稠 子 集 4 到 距离 空间 F 的 映射 , 且 满 足 对 于 任 

何 ae ,存在 lim f(z). 证 明 , f 存在 5 到 下 的 唯一 的 连续 延 拓 . 

73° 我 们 说 , 折 扑 空间 的 子 集 X 是 (相应 地 , Gs), 是 指 X 为 闭 集 的 可 数 并 
(相应 地 , 开 集 的 可 数 交 ). 

a) 证 明 F 类 (相应 地 , Gs 类 ) 对 于 可 数 并 (相应 地 , 可 数 交 ) 是 稳定 的 . 

b) 证 明 玉 的 余 集 是 Gs; 反之 亦 然 . 

c) 给 出 R 的 子 集 的 例子 , 它 是 R 的 F, 但 既 非 开 集 , 也 非 闭 集 . 

d) 证 明 , 在 距离 空间 中 , 任何 开 集 是 Ff, 而 任何 闭 集 是 G5. 

74° 设 为 被 赋 有 拟 距 离 d 和 与 此 拟 距离 相 联系 的 拓扑 . 证 明 , 对 于 任何 多 C 
万 , 映射 z 一 d(z,X) 连续 . 证 明 


X= {7r:d(z,X)= 0}. 
75° 如果 数 值 函 数 f 在 R" 中 一 致 连续 , 证 明 ， 
|f (2)| < alz| +%, 


其 中 a 和 》 是 非 负 常数 , |z| 是 zx 到 原点 的 距离 . 

76° 对 于 任何 距离 空间 妃 , 证 明 距 离 d(x,y) 在 B? 上 一 致 连续 . 

77° 构造 在 [0, 1] 上 的 数值 函数 的 例子 , 使 得 它 处 处 有 有 限 导数 , 但 不 是 Lipschitz 
函数 . 

78° 设 E, 下 为 两 个 距离 空间 , 6 为 到 FF 的 映射 族 . 假定 , 对 于 任何 ze 也 
任何 fe 5 以 及 任何 s > 0, 存在 n(z, f,e) > 0, 使 得 


(d(x,y) < 7(z,f,e)) = (ad(f (2), (9)) < a). 


对 于 7 不 依赖 于 es、 或 不 依赖 于 z、 或 不 依赖 于 f、 或 既 不 依赖 于 f 也 不 依赖 于 z 
等 情况 作出 解释 . 


IV. 习 题 . 99 . 


79° 设 卫 为 距离 空间 , 4 c EE. 证 明 , A 的 紧 性 等 价 于 下 列 条 件 中 的 每 一 个 ; 

a) 任何 4 的 点 列 包含 着 在 EB 中 收敛 的 子 列 . 

b) 任何 4 的 无 限 子 集 至 少 有 一 个 互 中 的 聚 点 . 

80° 设 ( 瓦 ) 为 紧 距 离 空 间 的 闭 集 的 有 限 族 , 且 其 交 是 空 集 . 证 明 , 存在 e > 0, 使 
得 任何 与 所 有 玉 都 相交 的 集合 有 至 少 等 于 s 的 直径 . 

*81° 设 K 是 距离 空间 妃 的 紧 集 ; 以 B(e) 表示 满足 d(x,K) <e 的 ze 五 的 集 
合 . 证 明 这 些 B(e) 构成 K 的 邻 域 基 . 这 一 条 件 能 否 推广 到 非 紧 集合 K? 

82° 设 马 为 紧 距 高 空间 . 证 明 , 任何 与 5 等 距 的 万 的 距离 子 空间 4 与 马 恒 同 . 

用 简单 例子 证 明 , 当 非 紧 时 , 上 述 论点 并 不 总 成 立 . 

83° 设 X,Y 为 两 个 紧 距 离 空 间 ; /为 和 到 YY 的 映射 ,g 为 了 到 X 的 映射 . 证 
明 , 如 果 f 和 yg 都 等 距 , 则 有 f(X) =Y 和 g(Y) = XX. 

84° 设 马 为 非 完备 中 高 空间 . 证 明 可 在 上 定义 下 列 类 型 的 连续 函数 : 

a) f 连续 , 但 无 界 . 

b) f 连续 、 有 界 , 但 非 一 致 连续 . 

当 仅 假设 EB 非 紧 , 但 完备 时 , 考察 同样 问题 . 

85” 本章 中 , 我 们 强调 函数 列 的 简单 收敛 一 般 不 导致 一 致 收 伍 , 试 证 , 在 下 列 两 
种 情形 , 结果 却 是 成 立 的 : 

a) X 为 紧 空 间 , fi 为 XX 到 RR 的 下 半 连 续 映 射 的 递增 列 ( 即 当 p < g 时 , 对 于 任 
何 ze 筷 有 户 (z) < fa(z)), 而 它 简单 收敛 于 连续 函数 f (这 个 结果 推广 了 Dini 定 
理 ). 

b) = [0,1], fn 为 X 到 RR 的 递增 映射 (不 一 定 连续 ) 的 序列 , 而 它 单 收 全 于 连 
续 函 数 f. 

86? 设 忒 7 为 两 个 距离 空间 , 日 XX 紧 . 又 设 f 和 fi,(ne N) 为 XX 到 YY 的 连续 
映射 . 
证 明 , 如 果 存 在 常数 k > 0, 使 得 对 于 任何 整数 p,qg 和 任何 z, 有 


d(f(z), fpta(z)) < kd(f(z), fa(z)), 


则 所 对 f 的 简单 收敛 导致 一 致 收敛 . 这 一 结果 推广 了 Dini 定理 . 

*87° 指出 任何 紧 距 离 空间 或 是 有 限 集 , 或 是 可 数 集 , 或 者 有 连续 统 的 势 . 

更 确切 地 说 , 任何 无 孤立 点 的 完备 距离 空间 包含 一 同 胚 于 Cantor 三 分 集 @ 的 
集合 . 
88" 所 谓 拓扑 空间 EE 的 基 是 指 任何 EE 的 开 集 族 , 满足 : 妃 的 任何 开 集 是 基 的 子 
族 的 并 . 

中 Cantor 三 分 集 是 [0,1] 中 一 个 有 连续 统 势 的 测度 为 零 的 完全 集 . 由 (0,1) 中 去 掉 [3,3] , 再 对 
(0, 寺 ) , [3,1] 去 掉 [$, 引 ], [3,$] ,以 后 每 次 对 余下 的 开 区 间 去 掉 中 间 的 1/3 闭 区 间 . 如 此 无 限 继 
续 下 去 , 最 后 得 到 的 集合 就 是 Cantor 三 分 集 . 它 由 三 进 小 数 展开 式 之 不 含 数字 2 的 全 体 小 数组 成 . 
译 者 注 


* 100. 第 一 章 拓扑 空间 和 距离 空间 


证 明 

a) 如 果 互 有 可 数 基 , 则 五 的 任何 开 和 覆盖 可 选 出 可 数 子 履 盖 . 

b) 如 果 互 有 可 数 基 , 则 EE 的 任何 子 空 间 也 有 . 

c) 如 果 两 个 空间 El 和 Eo 都 有 可 数 基 , 则 它们 的 乘积 Bl x Bz 也 有 . 

d) 如 果 互 有 可 数 基 , 则 巨 中 存在 处 处 稠 可 数 子 集 . 

e) 任何 紧 距 离 空 间 有 可 数 基 . 

f) R* 有 可 数 基 . 

89。 对 Rn 中 原点 为 O 的 半 直 线 集 给 出 自然 拓扑 ; 对 于 包含 O 的 直线 集合 考虑 
同样 问题 . 证 明 所 得 到 的 空间 是 紧 的 , 且 可 度量 . 

90。 我 们 以 5 (相应 地 , EB') 表示 Euclide 空间 R? 的 半径 > 0 (相应 地 , > 0) 的 
圆 集合 (任何 平面 上 的 圆 因而 由 EE 的 点 来 表示 ). 

a) 证 明 , 对 于 某 种 可 明确 的 自然 拓扑 , EB 同 胚 于 R3 的 闭 半 空间 ; 在 这 一 同 胚 下 ， 
E' 变 为 什么 ? 

b) 设 f 为 EE 到 R? 的 映射 , 它 使 每 个 圆 C 联系 它 的 中 心 f(C). 证 明 f 连续 . 
又 设 4 为 R? 的 闭 子 集 . 对 于 圆心 属于 4 的 万 的 元 素 的 集合 , 以 及 对 应 的 圆周 与 4 
相交 的 五 的 元 素 的 集合 , 我 们 能 说 些 什 么 ? 

c) 证 明 , EB 的 其 圆周 包含 在 R? 的 紧 集 K 中 的 元 素 集合 是 紧 集 ; 证 明 在 这 些 元 
素 中 有 一 个 半径 达到 最 大 值 . 

91° 证 明 , 对 于 任何 距离 空间 的 Cauchy 列 (an), 集合 {a1,a2,…} 有 界 . 用 例子 
证 明 , 逆 命 题 不 正确 ; 甚至 可 能 存在 这 样 的 有 界 序列 , 其 任何 子 列 都 不 是 Cauchy 列 . 

92° 设 五 为 距离 空间 , (an) 为 的 Cauchy 列 , (加 ) 为 大 于 0 的 数列 . 证 明 , 存 
在 给 定 的 序列 的 子 列 (an ,), 使 得 对 于 任何 p, 有 d(an,, an,,1) < bp. 

93。 设 五 , 王 为 两 个 距离 空间 , /为 瑟 到 下 的 双 射 . 证 明 , 如 果 下 完备 , f 一 臻 
连续 , 且 其 逆 连 续 , 那么 EB 也 完备 . 

94° 设 (所 ) 为 集合 忆 到 完备 距离 空间 FF 的 一 致 收敛 的 映射 列 , 且 f 是 fi 的 
极限 . 

证 明 , 如 果 对 于 任何 ww f,(B) 是 相对 紧 的 , 则 f(E) 也 是 相对 紧 的 . 

95° 设 马 为 完备 距离 空间 ; 证 明 五 的 紧 性 判别 准则 之 一 为 : 对 于 任何 e > 0, 存 
在 用 直径 < s 的 集合 覆盖 E 的 有 限 覆 盖 . 

96。 设 f 为 距离 空间 EE 到 距离 空间 F 的 连续 映射 , 它 在 五 的 任何 有 界 集 上 一 
致 连续 . 

a) 证 明 , 对 于 五 的 任何 Cauchy 列 (an), (f(an)) 是 下 的 Cauchy 列 . 

b) 如 果 巨 Cc BE', 且 马 在 E' 中 处 处 稠 , 而 已 完备 , 证 明 , f 能 以 唯一 的 方式 延 
拓 为 B' 到 下 的 连续 映射 . 

97。 证 明 , 如 果 两 个 距离 空间 的 乘积 X xY 完备 , 那么 X 和 了 都 完备 . 


IV. 习 题 .101 . 


98° 设 一 为 任意 集合 , F 为 距离 空间 ; 证 明 , 由 EE 到 F 的 有 界 映射 组 成 的 
多 (了 一, 局) 的 子 集 (EB, 下 ) 在 多 (BE, 下) 中 既是 开 集 又 是 闭 集 . 

99° 证 明 , 由 到 FF 的 常 值 映 射 组 成 的 多 (五 , 也 ) 的 子 空间 F' 在 P(E, 下) 中 
闭 , 且 同 构 于 F. 

100° 证 明 , 对 于 任何 集合 ,多 (5, 民 ) 到 及 的 映射 一 sup w(z) 连续 . 

101° 设 马 为 紧 距 离 空间 , F 为 有 可 数 基 的 距离 空间 . 指出 , (5, 玉 为 有 可 数 
基 的 空间 . 

下 面 三 个 习题 给 出 范畴 推理 理论 基础 的 几 个 陈述 . 

*102。 设 五 为 完备 距离 空间 , G 为 互 的 开 集 列 , 其 中 每 一 个 都 在 EE 上 处 处 笛 

(Gn = 万 )， 

a) 证 明 , 集合 G = NG 也 是 互 的 处 处 稠 的 开 集 的 递减 列 的 交 . 

b) 由 此 导 得 G 非 空 , 更 确切 地 说 , G 在 互 上 处 处 稠 . 

103° 设 为 完备 距离 空间 . 由 习题 102 可 推 得 不 可 能 有 : 


互 = 4。， 其 中 每 个 4 在 妃 中 玻 . 
104° 设 刀 为 完备 距离 空间 . 由 习题 103 可 推 得 , 如 果 
五 = 4。， 


其 中 每 个 4 是 闭 集 , 则 存在 某 个 4, 其 内 部 4, 非 空 ; 更 确切 地 说 , 开 集 G = LU 4 
在 九 中 处 处 稠 . 

105。 对 于 任何 有 理 数 z e [0,1), 令 xz = p/g, 其 中 p,g 为 两 个 互 质 的 整数 . 设 mn 
为 > 3 的 整数 , i(z) 是 以 x 为 中 心 、 半 长 度 为 1/gn 的 R 的 开 区 间 . 令 


Gn = (Jilz). 
a) 证 明 , 对 于 任何 n, i(z) 的 长 度 和 1, 有 限 , 且 六 一 0. 
b) 证 明 , G = 门 Gs 包含 不 同 于 有 理 数 的 点 . 给 出 一 个 这 种 点 的 例子 . 
106° 设 巨 为 可 数 集 , 其 中 的 点 为 a1, a2,…. 令 


d(ap,ap) =0, d(ap,aq)=10+1/p+1/g, 当 p# 4g. 


a) 证 明 , d 是 距离 , 且 被 赋 以 这 个 距离 的 EE 是 完备 的 . 

b) 设 f 为 瑟 到 互 的 映射 , 且 满 足 f(ap) = ap+l. 证 明 , f 使 距离 严格 减 小 , 但 
f 没有 任何 不 动 点 . 

c) 把 这 个 例子 略 加 修正 , 构造 完备 距离 空间 F 和 FF 到 自身 的 使 距离 严格 减 小 
的 映射 了, 它 具 有 不 动 点 a, 但 对 于 任何 2 关 a, f((z) 不 趋向 于 a. 
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*107° 设 巨 为 [0,1 到 自身 的 任意 映射 的 集合 . 对 于 任何 fo € 五, 我 们 称 任何 集 
合 V(fo;e;z1,… ,Xn) 为 中 心 是 fo 的 基本 集合 , 这 里 V(fo;e; x1,… ,zn) 表示 满足 
|f(zi) 一 fo(zi)| < el(i = 1,2,…,n) 的 了 的 集合 , 其 中 为 > 0 的 数 , 而 zi 是 [0,1] 
中 的 点 . 

我 们 称 任何 基本 集合 的 并 为 的“ 开 集 ”. 

al) 验证 , 这 些 “ 开 集 ” 满 足 公 理 O01, 0>, 03, 04@, 因而 定义 了 上 的 拓扑 . 

b) 如 果 我 们 称 除了 有 限 个 点 外 , 在 [0,1] 处 处 为 零 的 函数 f 为 简单 函数 , 指出 ， 
简单 函数 集合 在 互 上 处 处 稠 . 

c) 证 明 , 对 于 不 可 数 个 z 的 值 不 为 零 的 函数 f 不 可 能 是 简单 函数 序列 的 极限 . 

d) 由 此 推 得 空间 上 不 可 能 定义 任何 距离 , 使 得 联系 该 距离 的 拓扑 就 是 巨 的 
拓扑 , 换 句 话说 , 不 可 度量 . 

e) 证 明 , 任何 简单 函数 是 连续 函数 列 的 极限 ; 在 有 理 数 上 为 1, 其 他 地 方 为 0 的 
函数 9 是 简单 函数 列 的 极限 , 但 9 不 是 连续 函数 列 的 极限 . 

108。 设 多 为 距离 空间 互 上 连续 数值 函数 的 一 致 等 度 连续 族 , f 为 多 的 元 素 
的 上 包 络 . 证 明 , 如 果 巨 连通 , 则 f 处 处 有 限 或 处 处 等 于 +oo; 而 当 f 有 限时 , 则 它 
一 致 连续 . 

*109° 设 (所 )ier 为 拓扑 空间 上 连续 且 > 0 的 数值 函数 族 , 满足 对 于 任何 ze EE 
和 f(z) = fil?) 有 限 (在 第 三 章 8-2 的 意义 下 ), 而 f 连续 . 
证 明 ， 对 于 任何 J CT, 函数 万 = of 连续 , 且 fj 的 族 在 任何 点 等 度 连续 . 


110°* 设 f 为 RR 上 的 一 致 连续 数值 范 数 . 令 
fal7) 一 f(z 一 a). 


证 明 , 函数 万 的 集合 在 玉 上 “一 致 等 度 连续 ”. 由 此 推 得 在 及 的 任何 紧 集 天 上 ， 
fo 的 振幅 集 有 界 . 

111° 设 4 为 距离 空间 的 非 空子 集 , f 为 A 到 民 的 比 为 k 的 Lipschitz 映射 
对 于 任何 z e 和 任何 ye 4, 令 


fy(7) = f(y) + kd(z, Y). 
证 明 , 由 
9(7) = inf fy(7) 


定义 的 g 对 于 任何 x 有 限 , 且 为 k-Lipschitz 映射 , 而 它 在 4 上 的 限制 恒 同 于 f. 
112。 设 五 为 紧 距 离 空 间 , J 为 被 赋 以 一 致 收敛 距离 的 马上 的 连续 数值 函数 空 
间 C 的 紧 子 集 . 证 明 , 对 于 任何 s > 0, 存在 具有 下 列 性 质 的 常数 大 > 0: 


Oa 指 分 离 性 公理 , 参看 本 章 末 的 定义 和 公理 . 一 一 译 者 注 


V. 第 一 章 的 法 汉 术 语 对 照 和 索引 


"103 ， 


对 于 任何 ce J, 存在 be C 满足 lla -Bl < e, 而 函数 是 比 为 的 Lipschitz 画 
数 (应 用 上 一 习题 , 并 取 4 为 BB 的 适当 的 有 限 子 集 ). 
**113?” 设 j 为 [0,1] 上 有 有 界 变 差 的 连续 数值 函数 , g(x) 为 f 在 [0,z] 上 的 全 


恋 专 ， 


证 明 , f 和 9 (在 直角 坐标 系 中 ) 的 图 像 有 同样 长 度 . 
再 指出 , 由 这 两 个 图 像 绕 Oy 轴 旋 转产 生 的 曲面 有 同样 的 面积 ; 更 确切 地 说 , 它 
们 是 “等 距 的 ”( 通 过 一 保持 曲线 长 度 的 同 胚 ). 


114° 令 


f(7) = 》 27" sin(10"z); 


n 


证 明 f 在 RR 的 任何 区 间 上 的 全 变 差 为 无 限 . 
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adhérence 附着 集 


approximations successives 逐次 允 近 


Ascoli 阿 斯 科 利 

base de voisinage 邻 域 基 
一 一 douverts 开 集 基 
bien enchaink 锁链 的 


Bolzano-Weierstrass 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 


boule 球 


Cauchy (suite de) Cauchy 列 
一 一 (filtre de) Cauchy 滤 子 


compact 紧 
compactification 紧 化 


composante connexe 连通 分 支 


connexe 连通 
connexe par arcs 弧 连 通 


continu 连续 统 


continue fonction 连续 函数 


continuité uniforme 一 致 连续 


convergence simple 简单 收敛 


一 一 uniforme 一 致 收敛 


@ 表 中 的 数字 表示 节 和 段 的 序号 . 


2-2 和 20-1 


13-13 

13-7 

7—1 

14-5 和 17-1 
22-1 

22-3 
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dense 稠密 

diamatre 直径 

Dini 狄 尼 

distance 距离 

domaine 区 域 

droite achevée 扩充 直线 

ecart 拟 距 高 

également continu, équicontinu. 一 致 等 度 连续 , 等 度 连续 
équivalentes (distances) 等 价 距 高 
espace complet 完备 空间 

一 一 métrique 距离 空间 

séparé 分 离 空 间 

一 一 topologique 拓扑 空间 

fermé 闭 集 

fermeture 闭 包 

frontiare 边界 

groupe topologique 拓扑 群 
Heine-Borel-Lebesgue 海 涅 - 博 雷 尔 - 勒 贝 格 
homéomorphie 同 胚 

intkrieur 内 部 

isométrie 等 距 

limite 极限 

lipschitzien Lipschitz 映射 , 利 普 希 效 映射 
localement compact 局 部 紧 
localement connexe 局 部 连通 
longueur 长 度 

métrisable 可 度量 

module de continuité 连续 模 
oscillation 振幅 

ouvert 开 集 

ouvert 6lkmentaire 基本 开 集 
pavé 方块 

période 周期 

point d'accumulation 聚 点 

一 一 fixe 不 动 点 

一 一 isolk 孤立 点 

produit despaces 空间 的 乘积 
retifiable 可 度 长 的 

relativement compact 相对 紧 


16-6 

17-3 

15-6 和 16-9 
1-1 和 5-1 
10-1 

4 -1 

14-2 

1-3 

21-1 

1-4 

10-1 

24-6 

12—7 
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représentation 表示 14-2 
séparable 可 分 6-8 
sous-espace 子 空 间 9-1 
topologie grossiere, discrete 粗 拓扑 、 离 散 拓扑 5 一 ! 
valeur dé&dhérence 附着 值 8-4 和 8-8 
variation totale 全 变 差 24-2 
voisinage 邻 域 1-3 和 5-3 
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VII. 定义 和 公理 


拓扑 空间 的 公理 . 

O1: 空 集 和 全 空间 是 开 集 . 

O2: 任意 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 . 
Os: 任意 个 开 集 的 并 是 开 集 . 


所 谓 闭 集 是 指 任何 其 余 集 为 开 集 的 集合 . 


Fi: 全 空间 和 空 集 是 闭 集 . 


.106 . 第 一 章 拓扑 空间 和 距离 空间 


F2: 任意 有 限 个 闭 集 的 并 是 闭 集 . 

Fs: 任意 个 闭 集 的 交 是 闭 集 . 

所 谓 空间 EE 的 点 xz 的 邻 域 是 指 EB 的 任何 包含 含 x 的 开 集 的 子 集 . 

分 离 空间 . 空间 五 称 为 分 离 的 , 是 指 它 满足 下 列 公理 : 

O4: 五 的 两 个 不 同 点 具有 两 个 不 相交 的 邻 域 . 

空间 的 乘积 . 如 果 ,Bo 是 两 个 拓扑 空间 , 乘积 拓扑 空间 E = El x E2 是 取 任 
何 基 本 集合 wi x ws 的 并 作为 集合 El x EB。 上 的 开 集 而 得 到 的 空间 , 这 里 wi 是 肪 
的 开 集 (i = 1,2). 

紧 空 间 . 空间 刀 称 为 紧 的 , 是 指 它 分 离 , 且 还 满足 开 覆 盖 公 理 : 

Os: 从 五 的 任何 开 覆 盖 可 选 出 有 限 覆 盖 . 

连通 空间 . 空间 五 称 为 连通 的 , 是 指 已 和 & 是 仅 有 的 同时 是 EB 的 开 集 和 闭 集 的 
子 集 . 


拓扑 群 , 托 扑 环 和 拓扑 域 . 拓扑 群 是 被 赋 有 拓扑 的 群 , 对 于 该 拓扑 , 函数 (z-!) 和 
(z TY) 都 连续 . 


拓扑 环 是 赋 有 拓扑 的 环 , 对 于 该 拓扑 , 函数 (-z), (z 十 外), (zy) 都 连续 . 


拓扑 域 : 除了 对 于 拓扑 环 的 同样 条 件 外 , 还 有 对 于 任何 = 和 0 的 z-! 的 连续 性 . 
距离 空间 . 距离 空间 是 对 它 联 系 着 距离 d(x,y) 的 集合 EE, 这 里 距离 是 定义 在 EP? 
上 的 数值 函数 , 且 满 足 : 


Mi: dlz,y) > 0, 当 z A#Y;d(z,7) = 0. 
Ms: d(z,y) < d(x,z) 十 d(z,y) (三 角形 不 等 式 ). 


距离 空间 EB 称 为 完备 的 , 是 指 EB 的 任何 Cauchy 列 都 收敛 ， 


VIII. 经 典 记号 的 回顾 


记号 N,Z,Q,R,C 分 别 表示 : 
自然 数 集合 {0, 1, 2,……}， 
正 负 整数 的 集合 ， 
有 理 数 集合 ， 
实数 集合 ， 
复数 集合 . 


VIII. 经 典 记号 的 回顾 “ 107. 


记号 Q+,R+ 分 别 表示 Q@ 和 R 中 > 0 的 元 素 集合 . 

记号 N*,Z*,Q*,R*,C* 分 别 表示 从 N,Z,Q,R,C 中 各 自 去 掉 它们 的 0 得 到 的 
集合 . 
最 后 , 及 表示 由 及 加 上 两 个 无 限 点 而 得 到 的 集合 [一 oo, +col. 


二 章 ”数值 函数 


称 从 EE 到 扩展 直线 到 = [- co, +co] 的 集合 巨 上 的 任何 一 个 映射 为 数值 函数 ; 
在 及 取 值 的 映射 称 为 有 限 数值 函数 , 或 如 果 上 下 文明 确 表明 它 是 有 限 的 , 简单 地 称 
为 数值 函数 . 这 些 函 数 的 集合 记 做 多 (EE, 刺 ) (对 应 地 , (EE,R)). 

在 这 一 章 要 研究 由 RR 是 一 个 域 和 是 有 序 集 引 起 的 数值 函数 的 特有 的 性 质 ; 尤其 
要 研究 从 R 的 区 间 到 R 内 的 映射 类 . 


I. 定义 在 任意 集合 上 的 数值 函数 


§1. .多 (已 ,R) 和 多 ( 忆 , 民 ) 上 的 序 关系 


用 多 (E, 及 )( 对 应 地 , 多 (E, 展 )) 表示 上 的 (对 应 地 , 有 限 ) 数值 函数 集合 . 

集合 多 (E, 民 ) 显然 可 以 配备 代数 结构 . 它 同样 具有 与 其 代数 结构 相 容 的 序 结构 : 

对 于 所 有 f € 多 (EE, RR) 我 们 说 f 是 正 的 , 并 且 记 做 f > 0 ,如果 对 于 每 个 xe 开 
都 有 f(x) > 0. 

如 果 f > 0,g > 0, 并 且 入 e 了, 则 显然 有 : 


f+g>0,，fg>0 和 Af >0. 
更 一 般 地 , 对 于 所 有 f,g e 多 (E,R)， 
如 果 g 一 f>0, 则 令 f<og 


I. 定义 在 任意 集合 上 的 数值 函数 . 109. 


(这 等 价 于 说 对 于 每 个 z € E, f(z) < g(z) ). 立即 有 关系 “<” 是 多 (5,RR) 上 的 序 关系 
(如 果 含有 多 于 一 个 点 , 它 不 是 全 序 关系 ); 容易 验证 对 于 所 有 的 f,g,he ZF(E,R) 
和 任意 入 Ee 及 +, 关系 f < 9 蕴涵 
j +7ji 和 9+ 廊 Af < Mg; 如 果 h>0,fh< gh. 
同样 可 以 验证 , 通过 
f < 9 是 指 f(z) < g(z) 对 于 每 个 ze 五 成 立 

定义 的 多 (E, 玉 ) 上 的 关系 是 一 个 序 关系 . 不 过 要 特别 注意 多 (5,R) 上 的 运算 不 能 推 
广 到 多 (BE, 月 ) 上 , 后 者 不 是 一 个 向 量 空间 . 

对 所 有 f e 多 (EE, 展 ), 用 |f| 表示 这 样 的 函数 : 对 于 每 个 z € E,|f|(z) = |f(z)|. 

显然 有 关系 式 : 

-|fl<f <|fl. 

注 必须 注意 , 关系 式 f > 0 决 不 荀 涵 或 者 对 于 每 个 ze 已 有 f(x) = 0, 或 者 对 

于 每 个 eB 有 f(x) > 0. 


82. 数值 函数 的 界 

我 们 提醒 月 (对 于 序 ) 同 构 于 [0, 1]; 由 此 得 知 及 的 所 有 非 空子 集 在 下 里 有 上 确 
界 和 下 确 界 ; 从 而 可 以 给 出 下 列 定义 : 

定义 2-1 对 于 任意 f € 多 (EB, 展 ) 和 一 的 任意 非 空子 集 瑟 , 称 F(X) 在 下 内 的 
上 确 界 (对 应 地 , 下 确 界 ) 为 了 在 X 上 的 上 确 界 (对 应 地 , 下 确 界 ). 

记 这 两 个 界 为 sup f(x) 和 nf f(z). 

及 的 子 集 的 上 确 界 和 下 确 界 的 性 质 蕴 涵 , 举例 来 说 , 数 a = supf (z) 通过 下 列 


性 质 刻画 其 特征 : 
1? 对 于 所 有 ze X, 有 f(x) < a; 
2。 对 于 每 个 5b<a, 存在 ze X, 使 得 b < f(z). 
当 j 在 X 上 处 处 有 限时 , f 在 的 振幅 (参见 第 一 章 第 16 节 ) 等 于 


supf (2) — inf f(z). 
当 /在 X 上 不 是 处 处 有 限时 , 同样 可 由 这 个 差 定义 f 在 * 上 的 振幅 , 至 少 当 
这 个 差 有 意义 时 , 也 就 是 说 , 当 f(X) 不 退化 为 点 +oo 或 点 -co 时 可 以 这 样 做 . 


定义 2-2 如 果 在 X 上 的 上 确 界 (对 应 地 , 下 确 界 ) 小 于 十 oo (对 应 地 , 大 于 
一 00), 则 说 f 在 X 上 是 有 上 界 的 (对 应 地 , 有 下 界 的 ). 
我 们 说 f 是 有 界 的 , 如 果 它 是 既是 有 上 界 的 , 又 是 有 下 界 的 . 
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直接 可 以 得 到 pf f(z) = 一 sap( 一 (za))， 这 个 关系 式 经 常 使 得 可 以 局 限于 研究 
上 确 界 . 

人 说 f 在 X 上 有 界 ,等 价 于 说 存在 wb < RR, 使 得 对 于 所 有 z < X 都 有 
a < f(z) < b. 于 是 如 果 f 在 X 上 是 有 界 的 , 它 必然 在 X 上 是 有 限 的 ; 但 是 反之 , f 
在 X 上 可 以 是 有 限 的 , 却 是 无 界 的 : 

从 民 到 民 内 的 映射 > 一 z? 就 是 这 样 的 例子 . 


命题 2-3 设 (所 ) 是 多 ( 忆 , 民 ) 的 元 素 的 一 个 有 限 族 ; 则 有 
2 < espfile) 
而 如 果 所 之 0, 则 有 
supl [fi(e) < [spfi(). 
比如 证 明 第 一 个 关系 , 我 们 有 : 
fi(z) < sup fi(2), 故 2_fil®) < 2 supfilo), 


由 此 即 得 结果 . 


83.， 项 数 族 的 上 包 络 和 下 包 络 


设 (fi)ier 是 集合 BE 上 的 数值 函数 的 一 个 族 . 为 使 一 个 数值 函数 9 是 这 个 族 的 
一 个 上 界 , 必须 且 只 需 对 于 所 有 x e E, fi(z) < g(z) 对 于 所 有 i e 了 成 立 . 在 这 些 函 
数 9 当中 , 存在 一 个 函数 比 所 有 其 他 的 更 小 , 这 就 是 由 f(x) = su 大 (2) 定义 的 函数 ; 
换 句 话说 , 有 序 集 多 (EE, 肌 ) 是 完备 格 .@ 

定义 3-1 称 由 

对 于 每 个 rz e FE, fF(z) = supja(z) 
ic 


定义 的 函数 为 函数 族 (所 jier 的 上 包 络 , 记 做 supfi. 同样 可 定义 下 包 络 intfi. 
iE i 


注 我 们 注意 到 一 个 函数 的 上 确 界 和 一 个 函数 族 的 上 包 络 的 记号 的 相似 性 ; 这 
种 相似 性 决 非 偶然 , 因为 两 个 记号 表示 的 都 是 一 个 是 完备 格 的 有 序 集 的 一 个 子 集 的 
上 确 界 , 在 第 一 种 情形 有 序 集 是 及 , 而 在 第 二 种 情形 是 (EE, RR). 


中 序 集 4 称 为 完备 格 , 是 指 4 中 任何 有 限 集 有 界 , 而 任何 有 上 (下 ) 界 的 子 集 必定 有 上 (下 ) 确 
界 . 利用 sup(~fi(®)) = — i fi(2), 可 知 多 (已 , 玉 ) 的 有 下 界 子 集 必定 也 有 下 确 界 .， ”一 一 译 者 注 


I. 定义 在 任意 集合 上 的 数值 函数 . 111 ， 


例 1° 设 所 是 从 RR 到 RR 内 的 映射 z 一 sin2rnz; 族 (所 )nez 的 上 包 络 是 一 个 
这 样 的 函数 f: 如 果 zx 是 无 理 数 , 或 者 等 于 形 如 p/4g 的 既 约 分 数 , f(z) = 1; 在 其 余 
的 点 , f(z) #1. 

2° 设 p4 是 闭 集 4 CR 的 特征 函数 . 这 个 函数 是 处 处 大 于 等 于 w4 的 连续 函数 
的 族 的 下 包 络 . 

几何 解释 3-2 对 于 所 有 f € 多 (E, 民 ), 用 4A(f) 表示 乘积 空间 E x R 的 位 于 f 
的 图 像 上 方 即使 得 y > f(zx) 的 点 (x,y) 的 集合 .@ 

给 定 4A(f) 等 价 于 给 定 f. 可 以 直接 验证 对 于 任意 族 (ji)icr 有 


Alsupfi) = { | A(fi); 
‘Eh iEI 


同样 , 当 I 是 有 限 集 时 有 
Alinffi) = (A(fi). 
i€I 
当 了 是 无 限 集 时 , 最 后 这 个 关系 的 左 端 包 含 于 右 端 , 但 两 端 未 必 相 等 . 


在 多 (E, 民 ) 里 的 上 包 络 . 一 致 有 上 界 的 族 . 

a) 如 果 (fs)ier 是 有 限 数 值 函 数 的 一 个 有 限 族 , 它 的 上 包 络 仍然 是 有 限 的 ; 但 当 
I 是 无 限 集 时 , 它 的 上 包 络 可 能 是 无 限 的 ; 为 了 使 它 是 有 限 的 , 必须 且 只 需 对 于 任意 
7) (ji(z))ier 是 有 上 界 的 . 

b) 设 (Ji)ier 是 数值 函数 的 一 个 族 , 它 的 每 个 函数 都 是 有 上 界 的 , 这 并 不 蕴涵 
Supfi 是 有 上 界 的 . 

例如 从 任意 EE 到 R 内 的 常 值 映射 zx 一 n 的 族 (f), 它 是 由 有 界 函 数组 成 的 , 但 
其 上 包 络 不 是 有 上 界 的 . 

当 supfi 有 上 界 时 , 就 说 族 (fi)ier 是 一 致 有 上 界 的 ; 这 也 就 是 说 存在 一 个 有 限 
数 入， 使 得 对 所 有 iET 和 所 有 ze 五 ,都 有 f(x) < 入. 

同样 可 定义 一 致 有 下 界 的 族 . 一 个 族 是 一 致 有 上 界 的 并 且 一 致 有 下 界 的 , 则 说 
它 是 一 致 有 界 的 . 

f+ 和 f” 的 定义 ”对 于 所 有 数值 汕 数 f. 令 f+ = sup (f,0). 换 句 话说 , f+ 由 
关系 式 

对 于 每 个 x € EE, f+(z) = (f(z))+ 
定义 . 同样 可 定义 
f° = sup(—f,0) = (一 月 +. 
必须 注意 总 有 f+ >0 和 广 >0. 
也 不 少 文献 上 , 称 这 个 点 集 4A(f) 为 f 的 上 图 (epigraph) 并 记 作 epi f. 一 一 译 者 注 
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从 对 于 实数 的 熟知 性 质 : 
a=at ~a’; lal=at+a,, 
推导 出 
1= 片 -六 N= ft +. 
由 此 得 到 人 
a 
更 一 般 地 , 有 


sup(f,9) = 3[F +9) + — gl; inf(f,9) = 3 +9) 1f -gl 


由 此 推导 出 
sup(f,9) + inf(f,g) = f +g. 


II. 数值 滑 数 的 极限 概念 


每 个 f € 多 (E, 朋 ) 和 每 个 x € EB 对 应 及 的 元 素 f(z). 由 于 月 是 一 个 拓扑 空 
间 , 巨 或 者 多 (E, 及 ) 的 任意 元 素 序列 , 或 者 更 一 般 地 , EE 或 者 罗 ( 五 , 玉 ) 的 任意 滤 子 
基 , 就 可 以 关联 极限 元 素 . 

我 们 首先 考察 跟 上 的 滤 子 基 关 联 的 概念 , 然后 考察 跟 多 (E, 展 ) 上 的 滤 子 基 
关联 的 概念 . 


$4. 函数 沿 马上 的 滤 子 基 的 上 、 下 极限 
设 f 是 上 的 一 个 数值 函数 , 多 是 上 的 一 个 滤 子 基 . 在 第 一 章 第 8 节 曾 经 
定义 过 f 沿 多 的 附着 集 ; 这 是 集合 
f(2)= {| f(B). 


Be 


由 于 f(B) 的 族 具有 有 限 交 性 质 (第 一 章 第 11 节 ), 而 且 及 是 紧 致 的 , 故 f( 名 ) 不 是 
空 集 . 又 由 于 及 的 所 有 非 空子 集 有 上 确 界 , 故 可 以 提出 下 列 定义 : 


定义 4-1 称 集合 f( 急 ) 的 上 确 界 为 f 沿 滤 子 基 络 的 上 极限 . 把 它 记 做 


jimf 或 limsupf. 
多 多 


II. 数值 函数 的 极限 概念 ' 113 ， 


同样 的 方式 可 定义 下 极限 . 


特殊 情形 1° 设 (zn) 是 瑟 的 点 的 一 个 序列 ; 集合 B, = {zi:i>n} 构成 EE 上 
的 一 个 滤 子 基 多 . f 沿 多 的 上 极限 称 为 序列 (f(zn)) 的 上 极限 . 

2° 假定 五 配备 了 拓扑 ; 设 4 是 五 的 一 个 非 空子 集 , 而 ae A. 用 多 表示 加 的 
形 为 4nY 的 子 集 , 其 中 V 是 a 的 一 个 邻 域 ; 由 于 a e A, 显然 多 是 一 个 滤 子 基 . 

把 lim supf 记 做 要 sup f(z), 如 果 4 = 五 则 记 做 lim sup f(z).， 例 如, 如 果 


= [a, A ci 而 4= Ce 加, a = oa limsupf 称 为 f 在 点 ， a ,的 右 极限 . 

3° 假定 是 有 递增 滤 子 的 有 序 集 ， 好 马 的 每 个 有 限 子 集 有 上 界 ; 假定 f 是 从 
妃 到 屎 的 递增 映射 

如 果 多 表示 EB 的 形 如 {zx : xz > ajeez 的 子 集 的 集合 , 可 以 验证 多 是 一 个 滤 子 
基 , 并 且 

ligpf = lim Lsupf i SUD/ (2): 
立即 得 到 的 性 质 1° 沿 多 的 上 极限 属于 f 沿 多 的 附着 集 . 
9° 
lim inff = —lim sup(—f). 
多 久 

引 理 4-2 设 f 是 从 集合 马 到 一 个 紧 致 空 间 X 的 一 个 映射 , 络 是 巨 上 的 一 个 
滤 子 基 , 再 设 ]( 绍 ) 是 f 沿 罗 的 附着 集 . 则 对 于 多 的 使 得 了 ( 急 ) C w 的 每 个 开 集 
w, 存在 Be 多 , 使 得 f(B) Cw. 

事实 上 , 诸 闭 集 f(B) 在 紧 集 Cw 上 的 迹 的 交 (多) N bw = &g. 故 存在 这 些 闭 集 
的 一 个 有 限 族 (f(Bi)), 其 交集 与 Cw 不 相交 ; 从 而 存在 B c 多 包含 于 门 Bi, 这 就 是 
要 找 的 B. 

命题 4-3 如 果 f 是 马上 的 一 个 数值 函数 , 则 f 活 滤 子 多 收敛 到 a, 等 价 于 

a= limsup/ 加 lim inff 或 者 {a} = (级 ). 


事实 上 , 如 果 a = limf , 则 a 在 月 内 的 任意 闭 邻 域 V 包含 一 个 集合 f(B). 于 是 
也 包含 f(B); 从 而 f( 多 ) c V; 由 此 即 得 (8) = {a}. 
反之 , 如 果 {4a} = 了 (多 ), 则 根据 引 理 4-2, 对 于 a 的 每 个 邻 域 V, 存在 Be 多, 使 
得 f(B)cV, 故 f 沿 多 收敛 到 a. 
命题 4-4 设 f 是 从 拓扑 空间 万 到 RR 内 的 映射 . 则 对 于 所 有 aE，f 在 点 a 
的 振幅 (第 一 章 , 16-9) 是 及 | 的 由 
w(f,a) = limsupf (2) — lim inf f(z) 


中 原文 遗漏 a。= a 这 一 条 件 . 一 一 译 者 注 


. 114 ， 第 二 章 数值 函数 


事实 上 , 上 式 两 端 都 等 于 
df(V)) = sup f(V) 一 inf f(V) 
沿 a 的 邻 域 V 的 滤 子 基 的 极限 . 


推论 4-5 设 fe 多 (EE, 民 ), 其 中 了 瑟 是 一 个 拓扑 空间 . 则 在 a 是 连续 的 与 了 
在 a 的 振幅 是 零 等 价 . 


这 是 命题 4-3 的 直接 推论 . 


命题 46 设 f,ge 多 (E, 届 ) 满足 f <g. 又 设 久 是 马上 的 一 个 滤 子 基 ; 则 有 
不 等 式 


limsupf < limsupg; liminff < liminfyg 
B Sy 多 多 


用 a 和 6 分 别 表示 第 一 个 不 等 式 的 两 端 . 

如 果 6 = +oo, 第 一 个 不 等 式 自动 成 立 . 

如 果 6 < +oo, 引 理 4-2 表明 , 对 于 任意 &, 只 要 6 <&, 就 存在 B e 多 , 使 得 
g(B) < k, 于 是 有 f(B) < 及 从 而 f(B) < k, 随 之 a < 必 因为 这 个 关系 式 对 于 所 有 
k > 6 都 成 立 , 故 必 有 a < pf. 

第 二 个 不 等 式 从 第 一 个 推出 , 只 需 用 (-9) 代替 f, 用 (-.j 代替 9. 

推论 4-7 如 果 f <g, 并 且 f 和 9g 分 别 有 沿 多 的 极限 a 和 6, 则 a< fb. 

/7 X 的 紧 致 性 对 引 理 4-2 的 成 立 是 不 可 或 缺 的 ; 而 对 于 月 得 到 的 结论 也 不 能 推 
广 到 RR. 
例如 , 在 及 上 定义 的 有 限 数值 函数 9: 


当 z>0 时 ,9(z)=1/z;i 当 z 乏 0 时 , 9g(z) = 0. 


它 在 点 0 在 及 里 只 有 附着 值 0, 但 是 它 在 0 上 不 连续 . 
同样 , 用 f 表示 g 和 1 的 下 包 络 , 则 f < 9, 但 是 在 及 里 ,/ 和 9 在 点 0 的 附着 
值 集 分 别 是 {0,1} 和 {0}. 


85， 函数 族 的 上 、 下 极限 


设 (fi)ier 是 多 (已 , 民 ) 的 元 素 族 , 多 是 了 的 一 个 滤 子 基 . 

对 于 每 个 x € EE, 从 了 到 月 内 的 映射 gs :i 一 (7) 有 一 个 沿 多 的 附着 集 
Fz(%). 

所 有 从 巨 到 肌 内 的 映射 f, 如 果 对 于 每 个 z € EE, 都 有 f(z) e 5,( 多 ), 则 说 该 
映射 是 族 (fi)ier 沿 多 的 附着 值 . 


II. 数值 函数 的 极限 概念 , 115 . 


这 些 附着 值 的 集合 包含 其 上 确 界 和 下 确 界 , 这 正 是 映射 


rliminffi(x) 和 z 一 limsup 户 (z). 
多 多 
把 它们 记 做 lim inf (f;) 和 lim sup( f:). 


命题 5-1 设 (fi)ier 和 (gi)ier 是 多 ( 马 , 届 ) 的 元 素 的 两 个 族 ; 而 留 是 了 的 一 个 
滤 子 基 . 
如 果 对 于 每 个 ie 了 都 有 fi < gi, 则 


lim sup(fi) < lim sup(gi); liminf(fi) < lim inf(g;). 
多 多 多 多 
事实 上 , 对 于 每 个 > € E, 对 pz 应 用 命题 4-6, 例如 可 以 得 到 


lim supfi(x) < lim supg;(2). 
ZB 3 


1° 如 果 对 于 所 有 i，fi < gi, 即 对 于 所 有 i 和 所 有 z 都 有 fi(z) < gi(z), 这 
个 严格 不 等 式 不 能 过 渡 到 极限 , 也 就 是 说 , 一 般 没 有 


lim sup(fi) < lim sup(9i)， 
家 多 


2° 一 般 不 存在 (f) 的 收敛 子 列 (f,), 其 极限 等 于 lim sup(f,). 为 确信 这 个 事 
实 , 只 需 对 于 所 有 z e R, 令 f(z) = (--1)"z. 


86. 在 连续 函数 上 的 运算 


命题 6-1 设 马 是 一 个 拓扑 空间 , a € 媚 . 多 (EE,RR) 的 由 在 a 连续 的 函数 组 成 的 
子 集 4 是 罗 ( 万 ,及 ) 的 一 个 子 代 数 格 .@ 


事实 上 , 从 及 上 的 加 法 和 乘法 的 连续 性 推 得 , 如 果 f 和 9g 在 a 是 连续 的 , 则 /上 9， 
fg 以 及 Af (对 于 所 有 数值 ) 在 a 也 是 连续 的 . 另外 从 及 到 RR 的 映射 p :一 |ul 
是 连续 的 , 于 是 对 于 fe 4,|f| = pof 也 在 4 内 . 于 是 更 一 般 地 , 关系 式 


sup(f,9) = 5[(f +9)+|f -gl 


表明 : 如 果 f,g e 4, 则 也 有 sup(f,g) e 4. 这 些 结论 显然 推广 到 4 的 元 素 所 有 有 限 
族 的 上 包 络 和 下 包 络 . 

@ 序 集 4 称 为 格 , 是 指 它 的 任何 有 限 元 素 族 有 上 、 下 确 界 . 如 果 它 同时 还 是 (R 上 的 ) 向 量 空间 ， 
且 满足 D) Vz,y,z e Az <y=> r+z y+ Vey € A,VA E Ri,Z <Yy = Mv < Wy. 那么 
4 称 为 向 量 格 . 如 果 向 量 格 4 同时 还 是 代数 ( 即 它 同时 还 是 与 向 量 空间 运算 相 容 的 环 ), 且 满 足 击 ) 
Vzx,y € 4,{0 < 7z,0 <Yy} 一 > 0< zy, 那么 4 称 为 代数 格 . 不 难 验证 , FZ(E,R) 对 于 通常 的 代数 运算 
与 序 关系 形成 代数 格 . 一 一 译 者 注 
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命题 6-2 设 媚 是 一 个 距离 空间 , U (对 应 地 , 也) 是 多 ( 忆 , 民 ) 的 由 马上 的 一 致 
连续 (对 应 地 , Lipschitz 的 ) 函数 组 成 的 子 集 . 

则 UU 和 工 是 多 (EB, 民 ) 的 格 化 的 向 量子 空间 . 

模仿 前 面 的 证 明 , 只 需 注 意 到 从 R? 到 RR 的 映射 (w,v) 一 (ww 十 v) 和 从 展 到 RR 
的 映射 u 一 |u| 是 Lipschitz 的 (从 而 是 一 致 连续 的 ). 

U 和 工 对 于 乘法 的 稳定 性 是 不 成 立 的 . 举例 来 说 , 从 R 到 R 的 数值 函数 

z+ 一 7 属于 UV 和 工 ,但 是 它 的 平方 z 一 z? 却 并 非 如 此 . 

命题 6-3 设 (fi)ier 是 多 ( 思 , 民 ) 的 元 素 的 任意 一 个 族 , f 是 它 的 上 和 包 络 . 

如 果 每 个 f; 是 比 为 上 的 Lipschitz 映射 , f 至 少 在 一 个 点 是 有 限 的 , 则 f 是 处 
处 有 限 的 , 并 且 是 比 为 上 的 Lipschitz 映射 . 


事实 上 , 对 于 所 有 x,y e 五 , 根据 假设 , 有 
fi(y) < kd(z,y) + fi(z), 
于 是 
f(y) < kd(z,y) + f(z). 
从 而 如 果 f(z) < co, 则 有 f(y) < co, 即 f(y) 有 限 . 这 样 对 于 所 有 zx,y e EB 就 有 
f(y) — f(z) < kd(z,y), 
同样 有 
f(z) — f(y) < kd(z,y). 
故 f 是 比 为 k 的 Lipschitz 映射 . 
对 于 下 包 络 显然 有 类 似 的 结论 . 


例 设 马 是 一 个 距离 空间 , 4 cC 一 . 
对 于 所 有 z € 五 , 令 


f(z) = sup d(x,a), g(7) = infd(z, 9)， 
aEA a€EA 


每 个 函数 z 一 d(z,a) 是 比 为 1 的 Lipschitz 映射 , 于 是 g 是 比 为 1 的 Lipschitz 映 
射 . 而 如 果 f 在 一 个 点 是 有 限 的 (这 相当 4 是 有 界 的 ), 则 f 是 处 处 有 限 的 , 并 且 是 
比 为 1 的 Lipschitz 映射 . 


一 致 连续 函数 族 的 上 包 络 和 下 包 络 是 一 致 连续 的 这 个 论断 并 不 成 立 . 它 甚 
至 连连 续 的 都 可 能 不 是 ; 例如 , [0, 1] 上 函数 1/(1 + z2)” 的 族 就 有 一 个 不 连续 的 下 包 
络 . 为 了 使 得 这 种 类 型 的 一 个 断言 成 立 , 必须 假定 族 (fi) 具有 附加 的 性 质 , 例如 它 是 
同等 连续 的 . 


III. 半 连 续 数 值 函数 . 117 . 


在 下 一 节 , 连续 函数 族 的 上 包 络 或 下 包 络 虽然 不 一 定 是 连续 的 , 但 是 还 是 具有 
引 人 注 目的 性 质 . 


III. 半 连 续 数值 函数 


设 f 是 定义 在 一 个 拓扑 空间 EE 上 的 有 限 数值 函数 . 说 f 在 ae E 是 连续 的 , 等 
价 于 说 下 列 每 个 条 件 成 立 : 

1° 对 于 所 有 入 < f(a), 存在 a 的 一 个 邻 域 V, 使 得 入 < f(V). 

2° 对 于 所 有 入 > f(a), 存在 a 的 一 个 邻 域 V, 使 得 入 > f(V). 

当 仅 保 留 其 中 的 一 个 条 件 时 , 就 引导 到 半 连 续 的 概念 . 


87. 点 上 的 半 连 续 性 


定义 7-1 设 马 是 一 个 拓扑 空间 ,而 f € 多 ( 忆 , 民 ). 说 在 点 瑟 的 一 个 点 @ 是 
下 半 连 续 的 , 是 指 对 于 所 有 入 < f(a), 存在 a 的 一 个 邻 域 V, 使 得 入 < f(V). 

当 这 个 条 件 对 于 马 的 所 有 点 成 立时 , 就 说 有 在 万 内 是 下 半 连 续 的 . 

改变 不 等 号 的 方向 就 得 到 上 半 连 续 的 定义 . 

显而易见 , f 在 a 的 下 半 连 续 性 等 价 于 -在 a 的 上 半 连 续 性 . 这 个 事实 让 我 
们 我 们 可 以 只 针对 下 半 连 续 的 函数 表述 大 部 分 的 内 容 . 


例 1° 设 扩 是 从 民 到 RR 的 这 样 的 函数 : fn(0) =0, 而 对 于 zz 了 0, fn(x) = 2 
对 于 所 有 的 偶 整数 n, f 在 点 0 是 下 半 连 续 的 . 对 于 所 有 奇 整数 n, fi 在 点 0 既 不 
是 下 半 连 续 的 , 也 不 是 上 半 连 续 的 . 

2° 设 从 及 到 以 的 函数 7 如 下 定义 : 如 果 z 是 有 理 数 , 则 f(z) = 0, 如 果 zx 是 
无 理 数 , 则 f(z) = 1. 函数 f 在 所 有 有 理 点 是 下 半 连 续 的 , 而 在 所 有 无 理 点 是 上 半 连 
续 的 . 


命题 7-2 f 在 点 a 下 半 连 续 等 价 于 
f(a) = lim inf f(z).© 


证 明 a) 假定 /在 a 是 下 半 连 续 的 , 和 < f(a). 存在 a 的 一 个 邻 域 V, 使 得 
入 < f(V); 同样 有 
和 < f(V)， 由 此 和 < liminff(z). 


不 少 文献 中 这 个 等 式 被 代替 为 不 等 式 f(a) < liminff(z). 这 主要 是 对 下 极限 的 理解 不 同 而 引 
起 的 . 如 果 把 下 极限 理解 为 iminff(z), 那么 这 里 必须 用 不 等 式 . 一 一 译 者 注 


T+a 
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由 于 这 个 关系 式 对 于 所 有 入 < f(a) 成 立 , 故 也 有 
f(a) < lim inff(z). 

而 由 于 对 于 所 有 V, 有 f(a) e f(V), 反 向 不 等 式 也 真 ; 故 等 式 成 立 . 

b) 反之 , 假定 f(a) = liminff(z). 那么 对 于 所 有 和 < f(a), 根据 引 理 4-2, 存在 a 
的 一 个 邻 域 V, 使 得 入 < f(V). 这 就 是 说 , f 在 a 是 下 半 连 续 的 . 口 

命题 7-3 在 a 下 半 连 续 并 且 大 于 -oo 的 函数 的 集合 .8 (a) 对 于 加 法 是 稳定 的 . 

事实 上 , 设 jge.z(o, 而 入 < ja)+g(o). 我 们 记 入 = w+6, 其 中 a < f(a) 
并 且 6 < g(a). 存在 a 的 一 个 邻 域 D, 使 得 a < f(U), 还 存在 a 的 一 个 邻 域 V, 使 得 
B < g(V). 于 是 有 

对 于 所 有 z EUNV, 和 和 =a+pB< (f+g)(7). 

这 就 证 明了 f +g€ .yz(a). 

推论 7-4 多 ( 玉 , 民 ) 的 由 在 a 下 半 连 续 的 函数 组 成 的 子 集 是 一 个 西 锥 .@ 


我 们 这 就 停止 在 一 个 点 的 半 连 续 性 的 研究 , 转 而 研究 有 意思 得 多 的 在 全 空间 里 
半 连 续 性 的 研究 . 


88. 全 空间 上 的 下 半 连 续 函 数 


为 使 从 空间 E 到 空间 F 的 一 个 映射 是 连续 的 , 必须 且 只 需 FF 的 所 有 闭 集 的 
通过 f 的 逆 像 是 的 闭 集 . 我 们 即将 看 到 半 连 续 函 数 也 有 一 个 类 似 的 特征 . 


命题 8-1 从 空间 万 到 届 的 一 个 映射 在 马里 是 下 半 连 续 的 , 等 价 于 对 于 所 
有 入 ERR, 使 得 f(z) < 入 的 点 z 的 集合 是 闭 集 (或 者 同样 地 , 使 得 入 < f(z) 的 z 的 
集合 是 开 集 ). 


事实 上 , f 在 a 的 下 半 连 续 性 , 等 价 于 对 于 所 有 入 < f(a), 使 得 入 < f(z) 的 z 
的 集合 是 a 的 一 个 邻 域 ; 换 句 话说 , 在 全 空间 的 下 半 连 续 性 , 等 价 于 对 于 所 有 和, 使 
得 入 < f(z) 的 z 的 集合 是 它 的 每 个 点 的 邻 域 , 从 而 是 开 集 . 


推论 8-2 设 %4 是 妃 的 子 集 4 的 特征 函数 . 则 p4 是 下 半 连 续 的 等 价 于 4A 是 
开 集 . 同样 , 4 是 上 半 连 续 的 等 价 于 A 是 闭 集 . 


事实 上 , 使 得 入 < pa(z) 的 z 的 集合 , 当 入 > 1 时 是 g, 而 当 入 < 1 时 是 4. 
下 半 连 续 性 的 几何 解释 在 3-2 中 ,我们 曾经 令 所 有 从 一 到 屎 的 映射 /对 应 
乘积 空间 妃 x 下 的 一 个 子 集 4(f). 
我 们 要 简单 地 通过 4(f) (参见 图 6) 解释 下 半 连 续 性 . 
@ 凸 锥 的 定义 见 第 一 章 , 命题 24-10 中 译 者 注 . 一 一 译 者 注 


III. 半 连 续 数 值 函 数 * 119， 


多 
4 
Ud 


办 | 


图 6 


命题 8-3 从 拓扑 空间 马 到 瑞 内 的 映射 f 是 下 半 连 续 的 , 等 价 于 A(f) 是 瓦 x 吏 
内 的 闭 集 . 

证 明 4(j 是 闭 集 , 等 价 于 它 的 补 集 是 开 集 , 也 等 价 于 这 个 补 集 [4(f) 是 它 的 
每 个 点 的 邻 域 . 

f 在 五 内 的 下 半 连 续 性 等 价 于 对 于 所 有 使 得 入 < f(a) 的 二 元 组 (a, 和) ( 即 对 
于 所 有 (a, 入) e LA(f)) 和 所 有 满足 和 < < f(a) 的 ,在 的 一 个 邻 域 了 内 有 
4 < f(z). 换 句 话 说, 这 等 价 于 存在 (a, 入 ) 的 一 个 邻 域 (这 就 是 Vx [一 o0, 1)) 包含 于 
CA(F). 

所 断言 的 等 价 性 随 之 得 证 . 口 


在 半 连 续 函 数 上 的 运算 ”命题 7-3 告诉 我 们 , 下 半 连 续 函 数 的 类 在 加 法 运算 下 
是 稳定 的 ; 我 们 将 发 现 它 在 一 些 其 他 的 运算 下 也 是 稳定 的 . 

命题 8-4 设 f 是 从 空间 万 到 及 的 区 间 [a,6| 内 的 下 半 连 续 映 射 ,而 p 是 从 
[a, 8] 到 及 内 的 递增 且 连 续 的 映射 . 则 复合 映射 g = pof 是 下 半 连 续 的 . 

这 是 命题 8-1 的 直接 推论 . 因为 对 于 所 有 和 A，w-!([--o0, 和) 有 形式 ([a,]); 而 
f-'([a,4) 是 闭 集 , 因为 这 个 集合 恒 同 于 f-1([o0,]). 而 这 个 集合 正 是 g-1([-o0, 和 A) 
遂 得 命题 . 


推论 8-5 设 f 和 g 大 于 0, 并 且 在 巨 是 下 半 连 续 的 , 则 fg 也 如 此 . 


事实 上 , 用 命题 8-4, 依次 取 y 为 对 数 函 数 和 指数 函数 : 
log f 和 logg 都 大 于 -oo, 并 目 是 下 半 连 续 的 ; 故 log(fg) = log f + 1logg 也 是 如 
此 , 从 而 fg 也 如 此 . 


定理 8-6 下 半 连 续 的 数值 函数 的 所 有 族 (fi)ier 的 上 包 络 也 是 下 半 连 续 的 . 下 
半 连 续 的 数值 函数 的 所 有 有 限 族 的 下 包 络 也 是 下 半 连 续 的 . 

这 是 命题 8-3 和 3-2 中 公式 的 直接 推论 . 

事实 上 , 如 果 每 个 4(f) 是 闭 集 , 则 由 4( 记 ) 也 是 闭 集 , 从 而 sup( 所 ) 是 下 半 连 续 
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的 . 同样 , 如 果 工 是 有 限 的 , 则 U4(Ai) 是 闭 集 , 于 是 inf(fi) 是 下 半 连 续 的 . 


特殊 情形 ”连续 函数 的 所 有 族 的 上 包 络 是 下 半 连 续 的 . 

更 特殊 地 , 如 果 (f%) 是 连续 的 数值 函数 的 一 个 递增 序列 , 则 它 的 极限 f 恒 同 于 
sup(f), 故 f 是 下 半 连 续 的 . 这 个 性 质 的 道 命题 在 习题 9 和 10 里 研究 . 

对 于 上 半 连 续 性 有 类 似 的 结论 ,当然 上 包 络 要 换 成 下 包 络 , 对 于 逆 命 是 也 有 类 
似 的 结论 . 

人 定理 8-6 不 能 推广 到 下 半 连 续 函 数 的 所 有 无 限 族 的 下 包 络 . 

事实 上 , 设 f 是 马 内 的 任意 数值 函数 . 它 是 如 下 定义 的 函数 f。 的 族 的 下 包 络 : 


ja(z) = +co 对 于 所 有 za; 万 (ao) = f(o). 
显然 每 个 函数 f。 是 下 半 连 续 的 . 


$9. 下 半 连 续 函 数 的 构造 


半 连 续 函 数 至 少 象 连续 函数 一 样 接近 于 我 们 的 感觉 经 验 . 下 面 的 例子 有 助 于 我 
们 理解 它 . 

当 我 们 注视 一 个 不 透明 的 物体 时 , 在 所 有 从 我 们 的 眼睛 出 发 的 任 一 半 直 线 上 , 仅 
能 看 到 此 物体 的 单独 一 个 点 ; 这 个 点 到 我 们 眼睛 的 距离 是 这 条 半 直 线 的 方向 的 函数 ; 
这 个 函数 不 是 连续 的 , 而 是 下 半 连 续 的 , 只 要 我 们 认为 所 观察 的 物体 是 一 个 闭 集 . 

这 个 例子 适当 地 推广 , 可 以 用 来 提供 更 一 般 的 下 半 连 续 函 数 的 例子 . 

事实 上 , 给 定 一 个 拓扑 空间 , 设 4 是 乘积 空间 EE x 下 的 一 个 闭 子 集 . 对 于 所 
有 ze 五 , 设 Ja(z) 是 横 坐 标 为 z 的 4 的 点 的 纵 坐 标的 下 确 界 (如 果 没 有 这 样 的 点 ， 
则 取 +oo)， 

容易 证 明 如 此 定义 的 函数 f4 是 下 半 连 续 的 . 反之 , 根据 命题 8-3，EE 上 的 所 有 
下 半 连 续 的 函数 都 可 以 用 这 个 手段 得 到 . 


例 设 9 是 从 拓扑 空间 EE 到 RR 的 任意 映射 ; 又 设 工 是 9 的 图 像 . 集合 是 
已 x 豆 的 一 个 闭 子 集 . 用 上 面 的 手段 得 到 的 与 工 相 联系 的 奈 是 下 半 连 续 的 ; 容易 验 
证 , 对 于 所 有 z e E, 有 
(7) = lim inf g(t). 


同样 , 函数 lim sup g(t) 是 上 半 连 续 的 . 随 之 它们 的 差 w(f;z) 是 上 半 连 续 的 . 


8$10， 紧 致 空间 上 的 半 连 续 函 数 
定理 10-1 对 于 所 有 从 一 个 紧 致 空间 万 到 肛 内 的 下 半 连 续 的 映射 f, 至 少 存 
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在 互 的 一 个 点 a, 使 得 
f(a) = inf f(z). 
事实 上 , 令 
me 


对 于 所 有 入 > m, 使 得 f(x) < 和 的 z 的 集合 E、 是 闭 集 , 并 且 是 非 空 的 . 

另外 , E、 的 族 对 于 包含 关系 是 全 序 的 , 这 是 由 于 EE、 是 和 的 递增 函数 . 故 (第 一 
章 , 命题 11-4) E、 的 交集 不 是 空 集 . 在 这 个 交集 任意 取 一 个 点 w 对 于 所 有 入 > m， 
有 f(a) < 入, 故 f(a) < m. 

另外 , 由 m 的 定义 ,有 f > m, 故 f(a)=m. 


推论 10-2 所 有 从 一 个 紧 致 空间 巨 到 (一 00, 十 oo0] 内 的 下 半 连 续 的 映射 在 巨 上 
是 有 下 界 的 . 


事实 上 , 我 们 有 m = f(a) > -00, 故 f > f(a) > -oo. 

对 于 上 半 连 续 的 函数 有 类 似 的 结论 . 

如 果 我 们 应 用 这 些 结果 到 连续 函数 , 就 重新 得 到 原先 的 断言 : 紧 致 空间 上 的 连 
续 函 数 取 到 下 确 界 和 上 确 界 的 结论 . 

下 一 节 我 们 要 研究 这 些 结果 对 于 变 分 法 的 一 个 重要 应 用 . 


811. 长 度 的 半 连 续 性 


一 条 曲线 的 长 度 是 这 条 曲线 的 函数 ; 当 曲 线 在 我 们 就 要 明确 的 意义 下 连续 变动 
时 , 人 们 可 能 期 待 它 的 长 度 也 连续 地 变化 . 其 实 根 本 不 是 这 样 . 像 下 面 的 初等 例子 所 
表明 的 那样 : 

设 C 是 方程 为 y = n-1sinnz (0 < z < 7,n Ee N*) 的 (在 直角 坐标 系 里 的 ) 平 
面 曲线 . 

立即 得 到 所 有 这 些 曲 线 有 同样 的 长 度 , 这 是 一 个 数 1 > r. 而 当 n 一 +oo 时 , 这 
些 曲线 一 致 收敛 到 线段 [0, 7#]. 故 这 个 一 致 收敛 不 更 涵 长 度 的 收敛 . 

可 以 修改 这 个 例子 , 而 用 任何 大 于 等 于 r 的 数 代替 /. 但 值得 注意 的 是 不 能 用 一 
个 小 于 r 的 数 代替 /. 

换 句 话说 , 收敛 到 线段 [0,7] 的 曲线 长 度 的 下 极限 等 于 x. 这 正 是 下 半 连 续 性 ， 
我 们 就 要 精确 表述 这 个 事实 . 


参数 化 曲线 空间 设 了 是 RR 的 一 个 紧 致 区 间 , 忆 是 一 个 距离 空间 . 根据 前 面 的 
定义 (参见 第 一 章 , 第 24 节 ), 所 有 从 人 到 内 的 连续 映射 定义 一 条 参数 化 曲线 . 于 
是 可 以 考虑 从 全 到 内 的 连续 映射 的 集合 多 (7 万 ) 作为 了 上 的 的 参数 化 曲线 
的 集合 . 
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取 与 由 
d(f,9) = sup d(f(t), g(t)) 
teT 
定义 的 一 致 收敛 的 与 这 个 距离 关联 的 拓扑 作为 Bg(T, BE) 上 的 拓扑 . 


对 于 f e (TT, 万 ), 用 L(f) 表示 由 f 定义 的 曲线 的 长 度 . 我 们 有 了 一 个 定义 在 
拓扑 空间 (TB) 上 的 数值 函数 . 


定理 11-1 长 度 也 ( 门 是 名 (7T 瑟 ) 的 了 的 下 半 连 续 函 数 . 
证 明 对 于 了 的 所 有 有 限 子 集 c = {ti,t2,… ,tn}, 其 中 下 < 妇 < < 如 ,对 
于 所 有 f € %(T, 也 ), 令 
Vo(f) = 2 df(t), ftit)). 


对 于 所 有 a ET, 从 G(T, 刀 到 瑟 内 的 映射 一 f(a) 是 连续 的 , 于 是 对 于 所 有 o， 
映射 f 一 Vy(f) 是 连续 的 . 

而 L(f) = sup Vi(f) (参见 第 一 章 , 第 24 节 ), 故 工 是 连续 函数 这 的 上 包 络 ; 加 
是 根据 定理 8-6, 工 是 下 半 连 续 的 . 


推论 11-2 从 多 (T, 思 ) 到 朋 内 的 映射 f 一 (f 的 全 变 差 ) 是 下 半 连 续 的 . 


对 于 变 分 法 的 应 用 单 变 量变 分 法 的 问题 之 一 是 在 给 定 的 曲线 集合 里 求 一 条 曲 
线 , 其 长 度 是 最 小 的 . 

这 个 问题 的 解 由 下 列 引 理 提供 , 而 这 个 引 理 由 相继 利用 定理 10-1 和 定理 11-1 
推导 出 来 . 


引 理 11-3 在 多 (7 刀 的 所 有 紧 致 集 KK 里 , 存在 一 个 元 素 fo0, 使 得 
L(fo) = ds 


于 是 这 就 引导 我 们 找 (TT, 忆 ) 的 紧 致 子 集 . 


引 理 11-4 设 工 是 一 个 区 间 [a,0], 其 中 a<b. 
对 于 所 有 f € %(T, 马 ), 如 果 L(f) < 1 则 存在 一 个 从 [0,1] 到 [a,0] 的 一 个 递增 
同 胚 a, 使 得 foa 是 比 为 1 的 Lipschitz 映射 . 


证 明 对 于 所 有 ze [a,b], 设 V(z) 是 f 在 [a,z] 上 的 全 变 差 ; 令 
P(r) = kiV (zx) + ko(2 — a). 


如 果 = 1 而 ko = (1 一 L(f))/(6 一 a)l, 则 直接 验证 可 知 映射 8 是 从 [a,9] 到 [0,1] 
的 递增 同 胚 . 用 a 表示 逆 映 射 8-1. 
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由 于 递增 的 变量 替换 不 改变 全 变 差 (第 一 章 , 命题 24-5), 对 于 z,y e [0,1], 如 果 
z<y, 则 
|foal(y) 一 foa(z)| < foa 在 [x,y] 上 的 全 变 差 
= 了 在 [a(x),a(y)] 上 的 全 变 差 
=V(a(y)) ~ V(a(7x)) < IB(a(y)) — Bla(7))) 
= ly — 2). 
不 等 式 |f o a(y) 一 foa(z)| < li(y =- z) 确立 了 所 述 的 性 质 . 口 
多 ([0,1], 殖 ) 的 参数 化 曲线 的 族 (C1!)ier, 使 得 对 于 所 有 iE I，C; 和 C! 对 于 变量 替换 
是 等 价 的 , 并 且 C! 是 比 为 1 的 Lipschitz 映射 . 
现在 我 们 能 够 应 用 这 些 结果 研究 距离 空间 里 的 测 地 线 ( 称 长 度 小 于 等 于 有 同样 
端点 的 所 有 弧 的 长 度 的 可 求 的 简单 弧 为 测 地 线 ). 


定理 11-6 设 刀 是 一 个 紧 致 距离 空间 , 4 和 B 是 万 的 两 个 不 交 闭 子 集 . 

如 果 存 在 妃 的 端点 分 别 在 4A,B 的 诸 可 求 长 曲线 , 而 大 是 它们 的 长 度 的 下 确 界 ， 
则 也 存在 端点 分 别 在 A, B 的 长 度 为 天 的 简单 弧 . 

事实 上 , 用 ! 表示 任意 一 个 有 限 数 , 使 得 k < 1. 设 K 是 多 ([0,1], 忆 ) 的 子 集 , 由 
比 为 1 的 Lipschitz 映射 / 组成, 这 里 的 f 满足 f(0) e 4, f(1) e B. 这 个 集合 是 等 连 
续 的 并 且 在 ([0, 1], ) 里 是 闭 集 , 根据 Ascoli 定理 (第 一 章 , 第 23 节 ), 它 是 紧 致 的 . 

推论 11-5 表明 大 = jot L(f); 于 是 根据 引 理 11-3, 存在 fo e K 使 得 


L(fo) = jf Lf) = 大 


这 个 映射 fo 未 必 是 一 对 一 的 , 但 是 利用 一 个 在 [0,] 上 的 内 蕴 参 数 化 将 消除 这 
个 缺陷 : 
对 于 所 有 te [0,1], 设 y(t) 是 fo 在 [0,t] 上 的 全 变 差 . 对 于 所 有 与 ,如 e [0,1], 有 


d(fo(t1), folt2)) < Ip(t1) — p(t2)|. (1) 


于 是 关系 式 (yp( 妇 ) = p(t2)) 蕴涵 (fo 全) = fo(t2)), 这 表明 fo 是 p 的 函数 , 即 
fo 有 形式 fo = go yp. 上面 的 不 等 式 便 可 以 写成 


d(g(w1),g(u2)) < Iw — vol， 其 中 wi = p(t1), v2 = p(t2). 


于 是 映射 g 在 [0,k] 上 是 比 为 1 的 Lipschitz 映射 ; 称 g 是 有 i 的 内 蕴 参 数 表示 . 
9 的 全 变 差 小 于 等 于 k, 而 由 于 


g(0)= fo(0)e A 和 g(k)= jad) eB, 
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g 的 这 个 全 变 差 大 于 等 于 &; 故 它 恰好 等 于 k. 而 9 在 任何 区 间 [wi,wz] 上 的 全 变 差 
是 (wa 一). 

我 们 断言 9 是 一 对 一 的 ; 事实 上 , 如 果 存 在 wi, wz, 满足 ul < wz, 使 得 g(w1) = 
g(u2), 去 掉 对 应 区 间 (wi,w2) 的 弧 之 后 , 得 到 端点 在 4, B 之 内 的 曲线 , 其 长 度 将 是 


k— (us—u)<k. 


例 设 A 是 R? 的 闭 圆 盘 z? 十 <7?; 而 f 是 从 人 A 到 RR 内 的 一 个 连续 映射 
马 是 f 的 图 像 . R3 的 度量 子 空间 EE 同 胚 于 A, 故 是 紧 致 的 . 

如 果 f 是 Lipschitz 映射 , 则 存在 一 条 可 求 长 曲线 通过 互 的 任意 两 个 点 p 和 9， 
这 就 是 连接 p 和 g 在 A 上 的 投影 的 直线 上 的 线段 的 像 . 

于 是 根据 定理 11-6, 有 互 的 一 条 测 地 线 通过 p 和 4. 

称 A 的 内 部 的 像 是 EE 的 内 部 , 称 圆 z2 + y? = 2 的 像 为 忆 的 边界 . 用 O 表示 
人 的 中 心 的 像 . 

连接 O 和 一 个 边界 点 的 弧 长 有 一 个 下 确 界 大 于 等 于 7; 此 外 , 连接 O 和 的 测 
地 线 的 长 度 当 9 趋 于 O 时 趋 于 0. 由 此 推出 如 果 g 取 自 O 的 一 个 适当 邻 域 , 所 有 连 
接 O 和 的 测 地 线 在 E 的 内 部 . 故 可 以 叙述 : 


命题 11-7 如 果 p 是 有 R3 的 形 如 z = f(x,y) 的 Lipschitz 开 曲 面 8 的 一 个 点 ， 
对 于 5S 的 充分 接近 于 p 的 所 有 点 g, 存在 一 条 端点 为 p 和 9g 的 5 的 测 地 线 . 
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812. Stone-Weierstrass 定理 


这 里 我 们 要 建立 几 个 定理 , 它们 表明 如 果 紧 致 空间 上 的 一 个 连续 的 数值 函数 的 
族 是 相当 丰富 的 并 且 对 于 某 些 运算 是 稳定 的 , 则 它 可 以 一 臻 逼近 这 个 空间 上 任意 连 
续 函 数 . 

设 X 是 一 个 紧 致 空间 , 多 (X, 了 R) 是 从 X 到 及 内 的 连续 映射 的 代数 , 在 其 上 赋 
以 一 致 收敛 的 拓扑 . 

我 们 说 多 (X, 了) 的 一 个 子 集 是 格 ， 如果 对 于 任何 f,g e 4, 包 络 sup(f,g) 和 
inf(f,g) 也 属于 4. 


引 理 12-1 设 A 是 多 (XX, 民 ) 的 一 个 格 ， 
函数 f e 名 (X,R) 属于 4 的 闭 包 4 等 价 于 对 于 所 有 7z,y EX, 和 所 有 es > 0， 
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存在 依赖 z,y 的 ge Ah, 使 得 
jz) —g(z)| <e, |f(y)—g(y)| < <. 


为 了 表明 这 个 9 依赖 z 和 y, 把 它 记 做 ge 
证 明 固定 =. 采用 刚 引进 的 记号 , 我 们 有 


yz) -goes(z)l<s (1) |f(y)— gry(y)| <e. (2) 
令 
wo = {2 : gz,y(z) < f(z2)+e}. 
由 于 函数 (gs,y - f) 是 连续 的 , 集合 wz,y 是 开 集 ; 根据 关系 式 (2), 它 含 有 y; 于 
是 对 于 固定 的 z, wy 组 成 X 的 一 个 开 覆 盖 ; 从 这 个 覆盖 中 可 以 抽取 一 个 有 限 覆 盖 
gz = inf (gz,), 


则 在 内 ,有 gs<f+e， 并 且 gs > f(z7)—&e. 
令 
wz 一 {z:gz(z) > f(2) — e}. 
由 于 函数 (gs 一 了) 是 连续 的 , 集合 ws 是 开 集 , 并 且 含有 z, 于 是 ws 组 成 和 的 
一 个 开 履 盖 ; 从 这 个 覆盖 可 以 抽取 一 个 有 限 覆 盖 (w,,). 
令 
g= suplge,), 


则 有 
gEh; g<f+i+e 并 且 g>f-e. 


于 是 我 们 找到 了 函数 ge 4, 它 和 逼近 f 的 误差 小 于 <. 口 


例 设 X 是 RR 的 区 间 [a,9], 4 是 上 的 连续 函数 f 的 集合 , 这 里 f 是 分 段 仿 
射 的 ( 即 存在 X 的 一 个 由 区 间 组 成 的 有 限 覆 盖 , 在 每 个 区 间 上 , f 是 仿 射 的 ). 这 个 
集合 4 显然 是 格 , 而 对 于 所 有 z,y 存在 f e 4, 使 得 f 在 z,y 取 任 意 给 定 值 . 

于 是 

A= %(X,R). 


当 取 X 是 R" 的 一 个 紧 致 集 , 而 4 是 R" 里 的 分 片 仿 射 的 连续 函数 f( 即 f 有 


形式 f 一 sup(g1, 92， < , gp) 站 sup(hi, ho, “"? , ha) 其 中 gi 和 hj 是 R” 里 的 仿 射 函 
数 ) 在 六 上 的 限制 的 集合 时 , 有 类 似 的 结果 . 
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引 理 12-2 ”多 (X,R) 的 闭 子 代数 是 格 . 
证 明 根据 关系 式 
sup(f,9) = 3[(f +9g)+|f— gl; inf(f,9)= [Cf +9)—|f— gl, 
只 需 证 明 , 如 果 fe 4, 则 有 |f|e 4. 


我 们 要 证 明 |f| 是 形 如 Dapf? 的 f 的 多 项 式 的 一 致 收敛 的 极限 ; 显然 可 以 限 


于 只 考虑 | < 1 的 情形 . 
对 于 所 有 se > 0, 有 


0g< (z+e)3 -|z|<e. 
另外 : 
z2+e2=1+ez+(z2 1)=(1+e2)(1+w)， 其 中 w= (zx? 一 1)/(1+e2). 
对 于 所 有 z e [1,1], 我 们 有 
lul < (1+e2) 1!<1. 


于 是 (1 + 的 Taylor 级 数 @ 当 re [-1,1] 时 一 致 收敛 到 (1 +w). 故 存在 多 项 式 
P(z), 使 得 对 于 所 有 z e [1,1]， 


|(z2 + e2) 寺 一 P(z)| < e. 


取 z = 0 即 得 |P(0)| < 2e, 于 是 如 果 最 后 令 Q = P- P(0), 则 对 于 所 有 z e [1,1] 
有 
IlQ@(z) — |z|| < e+2e+e= 4e. 


由 于 Q 没有 常数 项 , 我 们 有 Q(f) es 4; 因为 假定 了 |< 1, 故 
|Q(7) = lI < 4e. 口 


定义 12-3 设 A 是 从 集合 久 到 集合 Y 的 映射 的 集合 . 说 4 分 离 X 的 点 , 如 
果 对 于 所 有 zx,y EX, 只 要 x 关 y, 就 存在 fe Ah, 使 得 f(z) # f(y). 
例如 , 如 果 X 是 一 个 距离 空间 , 则 多 (X, 了 R) 分 离 X 的 点 . 因为 如 果 a,be 和 ,并 
且 a 关 b, 则 连续 函数 z 一 d(a,z) 分 离 a 和 上 4b. 
我 们 现在 可 以 陈述 所 探求 的 基本 定理 了 . 
@ 存 在 避免 用 Taylor 级 数 的 引 理 12-2 的 证 明 (参见 习题 的 16 题 )， 
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定理 12-4 (Stone-Weierstrass 定理 ) 设 4 是 多 (大玉 ) 的 一 个 子 代数 , 满足 
条 件 : 
1 A 分离 久 的 点 ; 
2°? 对 于 所 有 ze 多 ,存在 fe 4, 使 得 f(x) 尖 0. 
则 
A= G(X,R). 


证 明 1° 首先 证 明 对 于 所 有 的 z,y e X, zx 关 y, 以 及 所 有 数值 w 6, 存在 / e 工 
使 得 f(z) = a 和 f(y) = 6. 显然 只 需 对 于 4 证 明 : 
如 果 存 在 g € 4, 使 得 g(z) 关 g(y), 并 且 g(x),g(y) 关 0, 令 


f=aig+ a2g7. 
存在 数值 a1, ay 使 得 f(z) = a, f(y) = 6, 表示 成 条 件 
g(z)g’(y) — g(y)g*(z) = g(x)g(y)(g(y) — 9(z)) #0. 


由 假设 , 这 是 满足 的 . 

而 这 样 的 g 确实 存在 ; 因为 存在 g1, 使 得 g1(z) 头 g1(y); 如 果 g1(z) 和 gi(y) 关上 0， 
就 取 g = gi. 不 然 , 例如 说 gli(z) = 0, 存在 gs 使 得 gz(Z) 尖 0, 取 9=9li+esg, 其 中 
e 充分 小 且 不 等 于 0, 以 便 仍然 有 g(z) 尖 g(y) 和 g(y) #0. 

2° 由 假设 4 是 代数 , 我 们 有 忒 也 是 代数 , 因为 如 果 f,g e 并且 = lim jg = 
lim gn, 这 里 所 ,gn e 4, 于 是 


f+9= lim(f, +gn); Mf = lim(Afn); fg = lim fgn, 


故 (f +g), 和 f 和 fg 也 属于 邢 
3° 既然 4 是 闭 的 代数 , 根据 引 理 12-2, 它 也 是 格 ; 于 是 根据 引 理 12-1 和 上 面 1° 
中 的 性 质 , 所 有 f e 多 (X, 了 及) 属于 , 故 A= %(X,R). 口 


注 1° 在 应 用 中 如 下 表述 定理 是 方便 的 : 

如 果 多 (X, 民 ) 的 元 素 族 (f;) 分 离 X 的 点 , 并 且 诸 fi 不 在 X 的 同一 个 点 全 体 
为 零 , 则 所 有 je 多 (X, 形 ) 是 关于 fi 的 (不 含 常数 项 ) 的 多 项 式 的 一 致 收敛 的 极限 . 

2° 如 果 4 含有 非 零 常数 , 定理 12-4 的 条 件 2 满足 . 

推论 12-5 设 A 是 多 (X,C) 的 一 个 ( 域 C 上 的 ) 子 代数 ,满足 条 件 : 

1 4 分 离 瑟 的 点 ; 

2° 对 于 所 有 zx Ee 多 ,存在 fe 4, 使 得 f(x) 尖 0; 

3° 对 于 所 有 f € 4, 有 fe A (这 里 下 表示 f 的 共 示 复数 ). 

则 

A=%Y(X,C). 
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事实 上 , 4 的 实 值 函 数 的 (RR 上 的 ) 子 代数 4,. 满足 定理 12-4 的 条 件 1 和 2, 这 
是 因为 如 果 f 分 离 zx 和 y, 则 多 f 或 者 多 (if) 也 分 离 zx 和 y; 而 如 果 f(zx) 关 0, 则 
多 f(z) 或 者 罗 (ij)(z) 也 不 等 于 0. 

于 是 4; 二 YZ(X,R); 故 Ar 十 ihAr = %B(X,R). 


/这 个 推论 的 条 件 3 是 本 质 的 . 事实 上 , 取 C 的 单位 圆 盘 作为 X, 而 4 是 复 
变量 z 的 多 项 式 在 X 上 的 迹 的 集合 . 代数 4 满足 条 件 1 和 2, 但 是 不 满足 3. 可 以 
验证 4 关 儿 (X,C), 例如 注意 到 对 于 所 有 f & 4, 以 至 对 于 所 有 fe 4, f(0) 是 了 在 
单位 圆周 上 的 平均 值 , 但 是 这 并 非 对 于 所 有 的 fe 多 (X, C) 都 成 立 . 


应 用 1le 设 X 是 了 Rn 的 一 个 紧 致 子 集 ; ”个 坐标 函数 z 一 zi 的 族 (fi) 分 离世 
的 点 . 于 是 所 有 函数 fe 多 (X,C) 是 ”个 变量 的 复 系数 的 多 项 式 ( 带 常 数 项 , 如 果 
O e XX; 无 常数 项 , 只 要 愿意 的 话 , 如 果 O & XX) 的 一 致 收敛 的 极限 . 

2° 设 久 是 C 的 单位 圆周 |z| = 1; 函数 z 一 z 分 离 X 的 点 , 并 且 在 XX 上 不 为 
零 ; 于 是 由 z 和 z 生成 的 代数 在 多 (X,C) 内 处 处 稠密 . 用 yp 表示 从 R 到 X 内 的 映 
射 上 一 ett. 对 于 所 有 fe (X,C),f ov 是 及 上 的 周期 为 2r 的 连续 函数 ; 我 们 知道 
( 见 本 书 第 三 章 ), R 上 的 所 有 周期 为 2r 的 周期 连续 函数 都 是 这 种 形式 .@ 

因为 f 是 z 和 z 的 多 项 式 的 一 致 极限 , 故 foy 是 e 和 。 的 多 项 式 的 一 致 
极限 ; 换 句 话说, 所 有 周期 为 2r 的 及 上 的 复 值 连续 函数 是 三 角 多 项 式 > apetipt 的 
一 致 极限 . 

3° 设 X,Y 是 两 个 紧 致 距离 空间 ; 用 儿 表示 赋 范 空间 多 (X x YR), 而 用 Bx (对 
应 地 ,%%y) 表示 由 形 如 (z,y) 一 g(z) (对 应 地 ,h(y)) 的 映射 了 组 成 的 多 的 子 集 . 

多 (X, 及) 分 离 X 的 点 , 因为 如 果 a,b e XX, 而 且 a 关 b, 连续 函数 x 一 d(az) 分 
离 a 和 b.; 同样 , 多 (Y, 民 ) 分 离 Y 的 点 . 此 外 , 对 xY 的 两 个 不 同 的 点 , 或 者 是 横 坐 标 
不 同 , 或 者 是 纵 坐 标 不 同 ; 故 Bx U iy 分 离 X xY 的 点 . 此 外 由 于 这 个 集合 含有 函 
数 1, 故 由 Bx U 久 - 生成 的 代数 4 在 多 内 处 处 稠密 . 这 个 代数 4 正 是 形 如 


f(z,y) = 2 gi(2)hi(y) 
“一 


的 函数 的 集合 . 
4e 上 面 的 应 用 1° 表明 z 的 多 项 式 的 集合 在 (|0, 1], RR) 内 处 处 稠密 . 如 果 令 
z= 二 et， 其 中 telooco)， 
就 推导 出 和 式 Pane" 的 集合 在 赋 以 一 致 度量 的 [0, co) 上 的 连续 函数 空间 处 处 和 
密 , 这 些 连续 函数 在 无 穷 远 处 有 极限 . 
@ 这 是 Fourier 级 数理 论 中 熟知 的 结论 . 可 参见 任何 一 本 这 方面 的 著作 . 一 一 译 者 注 
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通过 去 掉 常数 ao, e- 台 (其 中 = 1,2,…, 或 简单 地 > 0) 的 线性 组 合 在 赋 以 
一 致 度量 的 [0, co) 上 的 连续 函数 空间 处 处 稠密 , 这 些 连续 函数 在 无 穷 远 处 趋 于 0. 


连续 函数 的 延 拓 设 X 是 一 个 拓扑 空间 , Y 是 X 的 一 个 闭 子 集 , f 是 从 Y 到 
R 内 的 一 个 连续 映射 . 我 们 提出 的 问题 是 能 否 把 f 延 拓 为 从 XX 到 RR 内 的 一 个 连续 
映射 . 我 们 就 要 看 到 , 当 X 是 可 度量 的 紧 致 空间 时 , Stone-Weierstrass 定理 不 难 提 
供 一 个 答案 . 


命题 12-6 设 Y 是 紧 致 距离 空间 多 的 一 个 闭 子 集 , 则 所 有 f € WB(Y,R) 是 
儿 ( 久 ,及 ) 的 元 素 在 了 上 的 限制 . 

证 明 1. 多 (X,R) 分 离 X 的 点 (从 而 分 离 Y 的 点 ), 因为 如 果 wb e X, 并 且 
a 关 b, 则 连续 函数 z 一 d(a,zx) 分 离 a 和 b， 于 是 定理 12-4 应 用 到 Y, 表明 对 
于 所 有 es > 0 和 所 有 g e %(Y,RR), 存在 ge e 多 (X,R), 使 得 对 于 所 有 y e Y, 有 
lge(y) - g(y)| < s. 将 进一步 假定 9 和 ge 有 同样 的 界 (如 果 gs 不 具有 这 个 性 质 , 就 
用 sup (a,inf(B, ge)) 代替 它 , 其 中 a 和 6 分 别 是 9 的 下 确 界 和 上 确 界 ). 

2. 用 下 列 条 件 通 过 归纳 法 定义 (X, 展 ) 的 一 个 序列 g(")( 利 用 1° 中 的 记号 ): 


n—l 
gD a fi; 对 于 n> 1, g(") =(f— Do) 8: 
1 
由 此 推 知 
在 YE 0) -Dol< (3) ; 在 x 上 lo) < 二 


于 是 得 到 : 一 方面 , 一 般 项 为 g(" 的 级 数 在 X 上 一 致 收敛 ; 另 一 方面 , 它 的 和 g i‘. 
Y 上 等 于 f. 


V. 定义 在 R 的 区 间 上 的 函数 


在 RR 的 区 间 上 存在 序 结构 和 仿 射 结构 , 这 就 允许 对 于 定义 在 这 些 区 间 上 的 函数 
定义 跟 这 些 结构 相 结合 的 概念 , 诸如 左 极限 或 右 极限 , 单调 性 , 可 导 性 , 凸 性 等 概念 . 
我 们 就 要 考察 这 些 概念 . 


813. 左 、 右 极限 


我 们 回忆 起 (第 一 章 , 第 8 节 ) 如 果 I 是 R 的 一 个 区 间 , 是 一 个 分 离 拓 扑 空 
间 , 而 f 是 从 了 到 内 的 一 个 映射 ,那么 说 f 在 点 a 有 右 极限 , 是 指 lim f(z) 存在 . 
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用 f(a+) 表示 这 个 极限 ; 同样 的 方式 可 定义 f(a-). 


定义 13-1 如 果 一 方面 f(a_) 和 fj 存在 , 另 一 方面 f(a_)= f(a) = f(a+) 不 
成 立 , 则 说 a 是 f 的 第 一 类 间断 点 . 


例 1° 从 了 + 到 了 R+ 的 映射 > 一 (z 的 整数 部 分 ) 有 第 一 类 间断 点 1,2,…. 
2° RR} 到 及 的 映射 了 定义 为 : 


f(z) =0， 如 果 x = 0 或 z 是 无 理 数 ， 
f(z) =q 1!， 如 果 z = ( 既 约 分 数 pqg-); 


则 所 有 非 零 有 理 点 都 是 第 一 类 间断 点 . 
3° 对 于 从 R 到 R 内 的 如 下 定义 的 映射 f: 如 果 z 是 有 理 数 , 则 f(z) = 0, 如果 
z 是 无 理 数 , 则 f(z) = 1. f 没有 任何 第 一 类 间断 点 . 


如 果 对 于 已 不 做 任何 限制 性 假设 , 下 面 的 例子 表明 可 能 I 的 所 有 的 点 都 是 第 一 
类 间断 点 . 

用 EE 表示 乘积 集 R x {1,2,3}, 赋 以 如 下 定义 的 字典 顺序 : 

对 于 所 有 xz eE RR 有 (z,1) < (z,2) < (z,3), 而 对 于 所 有 z,y e R, 只 要 z <y, 对 
于 任意 i,j e {1,2,3}, 有 (zc < (0 力 . 

给 已 赋 以 序 拓扑 , 用 f 表示 从 R 到 的 映射 z 一 (z,2). 

可 以 验证 王 是 局 部 紧 致 的 , 对 于 所 有 ze R, 有 


f(z-)=(z,1) 和 f(z+)= (7,3). 


反之 , 如 果 忆 是 可 度量 的 , 这 样 的 奇异 性 不 会 出 现 . 


命题 13-2 如 果 f 是 从 民 的 一 个 区 间 了 到 距离 空间 万 的 一 个 映射 , 则 了 的 第 
一 类 间断 点 的 集合 至 多 是 可 数 集 . 


事实 上 , 用 D，, 表示 f 的 振幅 大 于 等 于 n-! 的 间断 点 的 集合 . 

集合 D,。 仅 有 孤立 点 , 因为 如 果 a 是 D; 的 一 个 聚 点 , 则 a 是 D; 的 不 同 点 的 
一 个 单调 序列 的 极限 , 例如 这 个 序列 是 递减 的 , 则 f(a+) 不 可 能 存在 , 故 cg Dn. 

集合 D。 仅 有 孤立 点 , 它 至 多 是 可 数 的 ; 而 D = UU Dn, 故 D 至 多 是 可 数 集 . 


7 存在 在 所 有 点 间断 且 没有 任何 第 一 类 间断 点 的 函数 ; 上 面 的 例 3 就 是 这 种 
情形 . 


定义 13-3 设 f 是 从 民 的 一 个 区 间 了 到 一 个 距离 空间 马 的 一 个 映射 . 

1° 如果 f 仅 有 第 一 类 间断 点 , 则 说 f 是 正规 的 . 

2° 如 果 存 在 的 子 区 间 (可 能 退化 为 一 个 点 ) 组 成 的 一 个 有 限 划 分 , 在 它 的 每 
个 子 区 间 上 , 了 取 常 值 , 则 说 f 是 阶梯 函数 . 
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命题 13-2 表明 正规 函数 的 间断 点 的 集合 至 多 是 可 数 的 , 又 显然 阶梯 函数 是 正规 
的 . 但 其 逆 命 题 不 成 立 , 因为 连续 函数 都 是 正规 的 . 


命题 13-4 正规 函数 对 于 一 致 极限 是 稳定 的 . 


事实 上 , 设 f 是 正规 函数 fi 的 一 致 极限 ; 对 于 所 有 ae TI， 刀 (ao+) 和 所 (a_) 存 
在 , 故 f(a+) 和 f(a_) 也 存在 . 

注意 如 果 距 离 空 间 EB 是 一 个 赋 范 向 量 空间 , 则 多 (1, EE) 的 正规 函数 的 集合 是 
多 (I, 也 ) 的 一 个 向 量子 空间 . 


命题 13-5 假定 区 间 了 是 紧 致 的 , 妃 是 任意 距离 空间 . 则 正规 函数 的 类 和 阶梯 
函数 一 致 极限 的 类 相等 . 


证 明 由 于 所 有 阶梯 函数 是 正规 的 , 命题 13-4 表明 所 有 阶梯 函数 的 一 致 极限 也 
是 正规 的 . 

反之 , 假定 f 是 正规 的 , 设 = 是 一 个 大 于 0 的 数 . 对 于 所 有 z e 了 存在 两 个 非 
空 区 间 (az,z) 和 (z, 6B,), 使 得 在 它们 的 每 一 个 上 f 的 振幅 小 于 e. 由 于 工 是 紧 致 的 ， 
存在 工 的 由 形 如 (as, PB) 的 区 间 组 成 的 一 个 有 限 覆盖 , 于 是 存在 了 的 一 个 由 区 间 到 
组 成 的 有 限 划 分 , 个 别 区 间 可 能 退化 为 一 个 点 , 在 每 个 区 间 上 f 的 振幅 小 于 e. 在 每 
个 区 间 I 上 取 跟 f 在 的 中 点 的 值 重合 的 常 值 的 函数 六 显然 逼近 f 的 误差 小 
于 &. 口 


推论 13-6 从 紧 致 的 区 间 了 到 距离 空间 忆 的 所 有 正规 映射 是 有 界 的 . 


814. 单调 函数 
如 果 f 是 从 一 个 区 间 I 到 R 内 的 一 个 递增 映射 , 对 于 所 有 a e 也， 
f(a-)= supf(7); f(a+)= supf(z). 
rT<a rz>a 


故 所 有 递增 函数 (同样 , 所 有 递减 函数 ) 是 一 个 正规 函数 ; 特别 的 结论 是 : 它 的 间断 
点 的 集合 至 多 是 可 数 的 . 

于 是 两 个 递增 函数 的 差 , 即 所 有 有 界 变 差 函 数 (第 一 章 , 命题 24-10) 是 正规 的 . 
这 个 结果 可 能 让 我 们 期 望 所 有 正规 数值 函数 是 有 界 变 差 的 ; 根本 不 是 这 样 的 , 因为 
存在 [0,1] 上 的 连续 函数 其 变 差 是 无 界 的 . 


例 熟悉 几 个 看 似 有 悖 常理 的 递增 函数 的 经 典 例子 是 有 益 的 , 它们 可 以 看 作 我 
们 数学 研究 园地 的 篇 箔 . 

1° 设 4 = {a1,a2,… ,an,…} 是 开 区 间 (0,1) 的 可 数 点 集 , 使 得 区 = [0, 1], 而 
(an) 是 大 于 0 的 数 的 无 穷 序列 , 其 和 为 1. 
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对 于 所 有 z e [0,1], 令 


f(7) = > ， Qn,) 


换 句 话说 , 对 所 有 使 得 a,, < z 的 n 求 和 . 直接 验证 得 到 f 在 [0,1] 严格 递增 , f(0) = 
0, f(1) = 1, 并 且 间 断 点 的 集合 就 是 4. 

2° 现在 令 f([0, 1]) = B, 这 里 的 f 就 是 前 一 个 例子 中 定义 的 函数 . 从 B 到 [0, 1] 
上 的 映射 f-! 是 严格 递增 的 ; 可 以 验证 : 

a) f-! 以 唯一 的 方式 延 拓 为 从 [0, 1] 到 [0, 1] 上 的 递增 映射 9; 

b) 9 是 连续 的 ; 

c) [0,1] 的 9 取 常 数 的 区 间 的 长 度 的 和 等 于 1, 这 导致 g 的 变 差 产生 于 一 个 “ 零 
测度 ”集合 , “ 零 测度 ”的 意义 将 在 积分 论 中 阐明 . 


815. 有 限 增 量 定理 


这 里 我 们 不 打算 复习 一 元 实 变量 的 函数 的 导数 的 基本 性 质 . 不 过 要 证 明 几 个 有 
关 “ 有 限 增 量 ” 的 定理 , 这 让 我 们 回味 从 局 部 到 整体 的 推理 模式 , 并 且 将 显著 拓 广 经 
典 的 有 限 增 量 定理 @, 它 原 来 只 是 对 于 实 变量 的 可 导 函 数 才 有 效 的 . 

在 以 下 的 叙述 中 , I 表示 RR 的 一 个 任意 区 间 , 而 D 是 了 的 一 个 有 限 或 者 可 数 子 
集 ; 在 经 典 的 叙述 中 , 它 通常 是 空 集 或 者 是 退化 为 了 的 端点 . 


引 理 15-1 设 J 是 从 了 到 以 的 一 个 连续 映射 , 使 得 对 于 了 工 的 所 有 不 属于 万 的 
内 点 Z, 和 所 有 6 > 0, 存在 ye (zx,z 十 6), 使 得 f(z) < f(y). 则 在 了 里 递增 . 


证 明 设 w,v eT, 且 有 关系 式 wu <w, 而 上 是 任意 一 个 使 得 
k<f(u), kg¢f(D) 


的 数 . 用 4 表示 使 得 k < f(z) 的 ze [u,v] 的 集合 ; 这 个 集合 不 是 空 集 , 因为 它 含 有 
ui 它 是 闭 集 , 因为 f 是 连续 的 ; 故 它 含 有 数 a = sup 4. 

假定 a < wv; 不 可 能 有 k < f(a), 否则 , a 将 是 4 的 内 点 ; 故 = f(a)， 必 
有 a 4 D, 因为 f(a) = k 4 f(D); 于 是 根据 引 理 的 假设 , 存在 6 e (a,v), 使 得 
f(a) 和 fj(8); 故 06e4 这 与 waw=sup4 了 矛盾 . 

故 有 a=w, 即 k<f(v); 由 于 f(D) 至 多 是 可 数 的 , 存在 任意 接近 于 j/( 肉 的 忆 
故 f(w) < fw) 

换 句 话说 , /是 递增 的 . 


引 理 15-2 设 p 是 从 JT 到 一 个 距离 空间 万 的 连续 映射 ,而 g 是 从 I 到 及 的 一 
个 递增 连续 映射 . 
@ 在 我 国 的 数学 分 析 课本 中 , 更 常用 的 名 称 是 “中 值 定理 ”, 或 “Lagrange 定理 ". 一 一 译 者 注 
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假定 对 于 了 的 所 有 不 属于 DD 的 内 点 z, 和 所 有 5 > 0, 存在 ye (zx,z 十 65), 使 得 
d(p(y), p(x)) < g(y) — g(z). (1) 
则 对 于 所 有 册 vweT 只 要 ww<v, 就 有 
d(p(v), p(u)) < g(v) — g(u). 
事实 上 , 给 定 % 和 w, 令 
对 于 所 有 z e [u,v]， f(z) = g(z) — d(p(w), p(7)). 
对 于 所 有 zy e [u,v], 设 xz <y, 并且 (1) 成 立 , 则 有 
f(7) — f(y) = g(7) — g(y) + d(p(w), p(Y)) — dp(u), pz)) 
< g(7) — g(y) + d(p(y), p(7)) < 0. 
根据 引 理 15-1，f 在 [u,v] 上 是 递增 的 ; 故 
0 < f(v) — f(u), Bh d(p(u), p(v)) < g(v) — g(u). 
为 了 回归 更 具 古 典 特色 的 表述 , 我 们 给 出 一 个 定义 . 


定义 15-3 设 p 是 从 了 到 赋 范 空间 @ 媚 的 一 个 映射 . 如 果 当 刻 保 持 大 于 0 趋 
于 0 时 , 加 的 元 素 h-!1(yp(a 十 hh) 一 g(a)) 趋 于 一 个 极限 , 则 说 p 在 J 的 点 a ( 它 不 是 
了 的 右 端点 ) 是 右 可 导 的 . 称 这 个 极限 为 p 在 a 的 右 导 数 , 并 且 记 做 gli(a). 


由 定义 得 到 
Ap= pla+D)— vp(0) = hpalo)+e(A), 其 中 lim e(h)=0. 
故 对 于 所 有 s > 0, 当 h 是 充分 小 的 正 数 时 , 有 
h(llpa(o)N ~—e) < lAvll < h(llpa(o) + e). 


特别 推出 y 在 a 是 右 连 续 的 . 


同样 可 定义 左 可 导 的 ; 如 果 p 在 点 a 是 左 可 导 的 和 右 可 导 的 , 且 两 个 导数 相等 
则 说 f 在 a 是 可 导 的 . 


定理 15-4 设 连续 数值 函数 p 在 信 DD 的 所 有 点 是 右 可 时 的 , 并 且 对 于 所 有 
EMD 有 m< wypi(z) < M, 则 


对 于 wu <v, mv -uu) < oo) -pu) < Mv 一切 . 


当 f 在 uw 让 上 不 是 仿 射 函数 时 ,不 等 式 是 严格 的 . 
中 对 于 赋 范 空间 的 定义 , 参见 第 三 章 2-1 和 41. 
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证 明 首先 证 明 , 如 果 对 于 所 有 xz ¢ D 有 pi(z) > 0, 则 yp 是 递增 的 . 事实 上 , 给 
定 es > 0, 对 于 所 有 z 4 D, 一 旦 正 数 h 充分 小 , 就 有 
p(T+h)— wz) > -eh. 
于 是 函数 f :z 一 p(z) +ez 满足 引 理 15-1 的 条 件 ; 从 而 它 是 递增 的 ; 由 于 这 对 于 所 
有 e > 0 成立, p 也 是 递增 的 . 
而 函数 ol :z 一 Mz-olz) 和 wa:z 一 pz) 一 mz 在 人 入 DD 的 点 有 右 导 数 大 于 
等 于 0, 故 它们 是 递增 的 . 由 此 便 得 所 求 的 联 立 不 等 式 成 立 . 
最 后 , 如 果 f 在 [u,v] 上 不 是 导数 为 M 的 仿 射 函数 , 则 递增 函数 (Mz - p(z)) 
在 [w， J] 上 是 不 是 常数 ， 故 
Mu — yp(u) < Mv — yp(v). 
对 于 yp(z) -mz 的 论证 是 一 样 的 . " 
定理 15-5 设 v 是 从 了 到 一 个 赋 范 空间 妃 内 的 连续 映射 , g 是 从 了 到 避 的 一 
个 递增 连续 映射 . 
假定 f 和 9g 在 信也 是 右 可 导 的 , 并 且 
lea(z)| < ga(z). 
则 对 于 所 有 u,v ET 只 要 < 就 有 
|p(v) — p(w < 9(v) ~ g(u). 
证 明 给 定 一 个 数 es > 0; 对 于 了 的 所 有 不 属于 D 的 内 点 z, 存在 任意 小 的 
h > 0, 使 得 
lez 十 六 一 2(z)l < h(llpa(z)|| + e) 
< h(ga(z) +e) < g(x + h) — g(72) + 2he. 
把 引 理 15-2 应 用 到 函数 p 和 z 一 g(x) 十 2ezx, 便 得 到 
Ip(v) — p(w < 9g(v) — g9(u) + 2e(v — uu). 
这 个 不 等 式 对 于 所 有 es > 0 缘 成 立 , 故 得 要 证 明 的 不 等 式 . 口 
推论 15-6 假设 对 于 ze 人 太 D 有 |es(z)l < M 成 立 , 则 在 工 上 2 是 比 为 M 
的 Lipschitz 映射 . 


推论 15-7 假设 /是 从 了 到 赋 范 空间 媚 的 连续 映射 , 在 八 也 的 所 有 点 是 右 
可 导 的 , 又 设 以 EF. 
如 果 对 于 所 有 ze 信 D 有 fi(z) 一 ul < , 则 对 于 所 有 a,be I 有 


|f(0) — f(0) — 8— ao)ull < eb—o). 
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为 了 确信 它 , 只 需 对 于 由 w(z) = f(z) - zw 定义 的 op 应 用 推论 15-6. 


1° 所 有 我 们 刚 确立 的 命题 涉及 的 都 是 定义 在 RR 的 区 间 I 上 的 函数 . 后 面 

我 们 将 看 到 这 些 命题 中 的 一 些 可 以 推广 到 了 换 成 R* 的 凸 集 的 情形 , 用 到 的 是 这 样 
的 事实 : 凸 集 的 任意 两 个 点 是 包含 于 此 凸 集 的 直线 段 的 端点 . 

但 是 我 们 就 要 用 下 面 的 例子 说 明 不 可 能 把 了 换 成 一 般 的 距离 空间 : 

设 J 是 欧 几 里 得 平面 R? 的 如 下 定义 的 子 集 : J 是 两 个 直线 区 间 [(1, 0), (0, 有 )] 
和 [( 一 1 0)， (0， k)] 的 并 集 . 

定义 从 J 到 R 的 映射 p 为 线性 型 (z1, zz) 一 kzi 在 J 的 限制 . 

容易 验证 如 果 给 J 赋 以 欧 几 里 得 距离 , p 在 J 的 每 个 点 的 邻 域 里 是 比 为 1 的 
Lipschitz 映射 . 然而 设 k' 使 得 p 是 比 为 kr 的 Lipschitz 映射 , 这 样 的 k' 的 最 小 者 
是 %, 而 大 可 以 取得 任意 大 . 

2° 引 理 15-1 的 证 明 仅 用 到 f(D) 不 包含 任何 区 间 这 个 事实 ; 故 可 能 期 望 扩 大 出 
现在 命题 陈述 中 的 集合 D 的 类 . 但 是 有 确切 的 例子 告诉 我 们 , 这 类 推广 既 不 方便 应 
用 , 又 没有 多 少 意义 : 这 仍然 是 在 13-5 构造 的 递增 连续 函数 g, 它 除了 在 一 个 “ 零 测 
度 ” 的 闭 集 的 点 上 外 , 处 处 有 零 导 数 , 从 而 导数 小 于 等 于 0, 但 它 是 递增 的 , 并 且 不 是 
常数 . 

3。 所 有 我 们 的 表述 都 让 右 导 数 居于 优先 地 位 ; 显然 可 以 在 这 些 表述 里 用 左 导数 
置换 右 导 数 . 此 外 , 一 般 说 来 , 所 研究 的 函数 在 八 卫 的 所 有 点 有 双 侧 导数 . 


816. 凸 函 数 的 定义 . 直接 性 质 
在 第 8 节 我 们 曾经 领略 到 “上 包 络 ” 对 于 创建 新 的 函数 类 的 重要 性 ; 涉及 凸 函 
数 时 它 再 次 出 现 , 凸 函数 就 是 仿 射 函数 的 上 包 络 . 我 们 将 使 用 凸 集 概念 @. 


定义 16-1 设 / 是 定义 在 及 的 区 间 了 工 上 的 有 限 数值 函数 . 

如 果 对 于 所 有 2Z1,Z2 E 了 所 有 风 [zl z?]， f 的 图 像 I 的 点 MI(z) 在 线段 
M(z1)M(z2) 下 方 (M(z) 表示 点 (z, jz))); 即 对 于 所 有 满足 al 十 Q2 二 1 的 al,as > 
0, 有 


f (Qiz1 十 Q2T2) < aif (71) 十 Qa2f (z2)， 
则 说 是 凸 的 . 
例如 , 所 有 仿 射 函数 x 一 az +b 是 凸 的 . 


命题 16-2 /是 凸 的 等 价 于 平面 R2 中 f 的 图 像 的 上 方 的 点 的 集合 A(f) 是 
凸 集 . 


@ 我 们 简单 地 复习 : R 上 的 向 量 空间 的 子 集 X 是 凸 集 , 如 果 对 于 所 有 z,y e X, 直线 段 [z,y] 包 
含 于 XX. 
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事实 上 , 如 果 f 是 凸 的 , 假设 记 和 已 是 A(f) 的 横 坐 标 分 别 为 zy 和 zs 的 两 
个 点 , 线段 M(z1)M(z2) 在 工 的 上 方 , 因为 PB 和 已 分 别 在 M(z1) 和 M(x2) 的 上 
方 , 于 是 线段 P 忆 也 在 TT 上方 . 

反之 , 设 A(f) 是 凸 集 , 如 果 M(z1) 和 M(x2) 是 工 的 两 个 点 , 这 两 个 点 属于 
4(j); 故 线段 M(z1)M(z2) 包含 于 4( 用 ,从 而 在 工 的 上 方 . 


定义 16-3 设 f 是 定义 在 到 的 区 间 I 上 的 有 限 数 值 函数 如 果 对 于 所 有 
Z1,T2 E 7 所 有 z e (ziza)，j 的 图 像 的 点 M(z) 严格 在 线段 M(z1)M(z2) 下 
方 , 则 说 f 是 严格 凸 的 . 

这 等 价 于 说 /是 凸 的 , 并 且 f 的 图 像 不 包含 三 个 共 线 的 点 . 不 然 , 设 Mi, Ma2， 
Ms 是 工 的 三 个 共 线 的 点 , 它们 的 横 坐 标 z1, za, zs 满足 关系 zl < za < zs, 对 于 所 有 
Z € [zlzal, 点 M(z) 在 线段 Mi Ms 上 ; 这 将 有 z, 例如 说 z1 < z < zz, 使 得 M(z) 
严格 在 MiM2 的 下 方 , 这 就 蕴涵 M2 严格 在 M(z)Ms 的 上 方 , 而 这 是 不 可 能 的 . 

故 f 在 工 是 严格 凸 的 , 等 价 于 f 是 凸 的 , 并 且 不 存在 了 的 开 区 间 , 使 得 f 在 其 
上 是 仿 射 的 . 

定义 16-4 说 定义 在 下 的 区 间 [上 的 有 限 数值 函数 f 是 凹 的 , 如 果 (-f) 是 
凸 的 . 


这 就 相当 于 说 在 的 图 像 下 方 的 点 的 集合 是 凸 集 . 


命题 16-5 ( 凸 函 数 的 运算 ) a) 凸 函 数 的 所 有 正 系数 的 线性 组 合 是 凸 函 数 . 
b) 西 函数 的 所 有 简单 极限 是 凸 函 数 . 
c) 凸 函 数 的 有 限 上 包 络 是 西 函数 . 


证 明 断言 a) 和 Pb) 由 不 等 式 
fi(Q171 + azza) < alji(zl) + a2fi(72) 


推出 , 不 等 式 对 于 正 线性 组 合 和 简单 极限 是 保持 的 . 
为 了 证 明 c), 设 (所 ) 是 凸 函数 的 一 个 族 , 其 上 包 络 是 f( 根 据 假设 , 它 是 有 限 的 ). 
每 个 集合 4(f;) 是 凸 集 , 我 们 知道 A(f) = 门 4(fi), 故 A(f) 是 凸 集 . 换 句 话说 , f 是 


凸 函 数 . 口 
推论 16-6 ”如果 了 上 的 有 限 数值 函数 是 仿 射 函数 的 上 包 络 , 则 它 是 廿 函数 . 


817. 凸 函数 的 连续 性 和 可 导 性 


命题 17-1 是 凸 函 数 等 价 于 函数 六 
ps) = HO- (Rs #9) 


TY 


V. 定义 在 R 的 区 间 上 的 函数 ‘137. 


对 于 每 个 变量 是 递增 的 . 


图 7 


事实 上 , p(z,y) 是 直线 M(z)M(y) 的 斜率 (图 7), 而 所 陈述 的 条 件 等 价 于 说 : 如 
果 a,b,c 是 了 的 三 个 点 , 满足 a<c<b, 则 
M(a)M(c) 的 斜率 < M (a)M(b) 的 斜率 < M (c)M(b) 的 斜率 ， 
而 这 归结 为 M(c) 在 线段 M(a)M(b) 的 下 方 . 
推论 17-2 j 既是 凸 的 又 是 凹 的 , 等 价 于 f 是 仿 射 的 . 


我 们 注意 到 f 是 凹 的 等 价 于 斜率 p 是 递减 的 . 
故 f 既是 凸 的 又 是 止 的 等 价 于 p 是 一 个 常数 , 于 是 得 到 


jz) — f(y) = k(z —Y). 


故 f 是 仿 射 的 . 逆 命题 显然 成 立 . 


命题 17-3 在 一 个 开 区 间 上 的 所 有 凸 函数 f 在 所 有 点 有 左 导 数 和 右 导 数 (从 而 
是 连续 的 ), 并 且 如 果 a <b, 则 有 


fo < Hilo) < OL < p00) < fi00). 
证 明 设 z<a<y, 令 
p(t) =(f(0) — f(o)/t 0) 


命题 17-1 表明 p(z) < p(y). 
于 是 p(y) (其 中 a <y) 的 下 确 界 是 有 限 的 , 并 且 等 于 limp(y); 同样 有 p(x)( 其 中 zx < 
a) 的 上 确 界 是 有 限 的 , 并 且 等 于 limp(z). 故 f(a) 和 fi(a) 都 存在 , 并 且 有 


p(7) < fo(a) < fala) < p(y). 


令 y =， 就 得 到 要 找 的 一 部 分 不 等 式 ; 其 余 的 交换 a 和 ?的 地 位 即 得 . 口 
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1° 在 闭 区 间 [a,8] 上 的 凸 函 数 在 端点 有 可 能 不 是 连续 的 ;比如 说 , 在 [0, 1] 

内 部 等 于 0, 而 在 端点 等 于 1 的 函数 f, 它 在 [0, 1] 是 凸 的 , 但 是 在 端点 不 是 连续 的 . 

2° 在 有 界 开 区 间 上 的 凸 函 数 可 能 不 是 有 界 的 ; 在 区 间 (一 1, 1) 上 的 函数 (1-z2)-1 
就 是 这 种 情况 . 

3° 在 闭 区 间 [a,9] 上 的 连续 并 且 凸 的 函数 在 端点 可 能 不 是 可 导 的 ; 例如 函数 
一 (1 一 22)!22 在 [-11] 上 就 是 这 种 情况 . 不 过 在 -1 有 广义 导数 -oo, 而 在 1 有 广义 
导数 +oc. 

推论 17-4 函数 f 和 11 是 递增 的 , 并 且 了 的 /不 可 导 的 点 的 集合 至 多 是 可 
数 的 . 


证 明 举例 来 说 , fs 的 递增 性 就 体现 在 命题 17-3 的 不 等 式 中 . 从 那里 的 不 等 式 
还 看 出 : 如 果 a < b, 则 区 间 (jao), f(a)) 和 (f(b), f4(5)) 是 不 相交 的 . 故 这 样 的 非 
空 区 间 至 多 是 可 数 无 穷 的 ; 换 名 话说 , 使 得 f(x) # f(z) 的 点 z 的 集合 至 多 是 可 
数 的 . 口 


定义 17-5 设 / 是 开 区 间 7 上 的 一 个 图 像 是 工 的 凸 函数 . 所 有 过 点 M(a) 并 
且 位 于 工 下 方 的 直线 A 称 为 工 在 点 M(a) 的 支撑 直线 . 


命题 17-6 在 开 区 间 上 的 凸 函数 的 图 像 的 任何 一 点 ， 至少 存 在 一 条 支撑 直线 . 


事实 上 , 命题 17-3 的 不 等 式 表 明 , 为 了 A 是 在 M(a) 的 支撑 直线 , 必须 并 且 只 
需 它 的 斜率 p 满足 


fsla) < p< fala). 
特别 地 , 如 果 f 在 a 是 可 导 的 , 则 工 在 M(a) 的 唯一 的 支撑 直线 是 切线 . 
推论 17-7 一 个 开 区 间 上 的 任何 串 函 数 是 一 族 仿 射 画 数 的 上 包 络 . 


事实 上 , 只 需 取 其 图 像 是 f 的 图 像 的 支撑 直线 的 仿 射 函数 全 体 作 为 仿 射 函数 族 . 
这 个 推论 是 推论 16-6 的 逆 命 题 . 


818. 凸 性 准则 


命题 17-1 已 经 提供 了 凸 性 的 一 个 方便 的 判别 准则 ; 这 里 是 另外 几 个 . 


命题 18-1 设 f 是 开 区 间 了 上 的 一 个 有 限 数值 函数 , 而 万 是 了 的 一 个 至 多 可 
数 的 子 集 . 为 了 j 是 凸 的 , 必须 且 只 需 f 是 连续 的 , 在 八 也 的 所 有 点 有 右 导 数 万， 
并 且 f4 在 依 DD 是 递增 的 . 


证 明 根据 推论 17-4, 我 们 已 经 知道 条 件 是 必要 的 . 反之 , 假定 条 件 满足 ， 设 


V. 定义 在 R 的 区 间 上 的 函数 . 139 ， 


wbc 是 7 的 三 个 点 ,并 且 a<b<eci 令 
k1 = supfa(?) 和 kz = infpfa(z). 
定理 15-4 表明 
f(b)— fla) hb—a) 和 ko(c—b) < fc)— (0). 


由 于 ki < kz, 我 们 有 


f(b) — fa) -GO 一 7 
ba | < 


这 个 关系 表明 M( 在 M(a)M(e) 的 下 方 . 故 是 凸 的 . 口 


推论 18-2 如 果 f 在 开 区 间 了 的 所 有 点 有 二 阶 导数 f", 则 是 凸 的 等 价 于 
f” > 0. 


现在 这 里 有 一 个 准则 允许 我 们 从 局 部 过 渡 到 整体 . 


命题 18-3 设 是 开 区 间 T 上 的 有 限 数值 函数 ,如果 了 的 任意 点 是 f 在 其 上 
是 西 的 一 个 区 间 的 内 点 , 则 /在 了 上 是 凸 的 . 


事实 上 , 局 部 凸 性 导致 在 了 的 每 个 点 f4 存在 , 并 且 是 局 部 递增 的 . 了 的 任 一 
区 间 [w,v] 可 以 用 有 限 个 开 区 间 覆 盖 , 在 每 个 开 区 间 上 f; 是 递增 的 ; 由 此 立刻 得 到 
Jo < juo); 于 是 f4 在 了 是 递增 的 . 根据 命题 18-1, f 是 凸 的 . 


最 后 一 个 准则 几乎 仅 有 点 历史 的 意义 : 
命题 18-4 设 f 是 开 区 间 T 上 的 有 限 连续 的 (或 仅 是 下 半 连 续 的 ) 数值 函数 . 
如 果 对 于 所 有 apEeT 有 


1( 各) < B70 +700)) 


则 了 是 廿 的 . 


证 明 在 7 内 任意 取 点 a,b, 其 中 a < b; 设 直线 M(a)M(b) 的 方程 是 y = d(z). 
如 果 在 [wb 上 f(z) < d(x) 不 成 立 , 则 [a,4] 的 使 得 f(x) > d(z) 的 点 z 的 集合 w 将 
不 是 空 集 , 并 且 由 于 (f - dg) 是 下 半 连 续 的 , 这 个 集合 是 开 集 . 设 (a,6) 是 w 的 一 个 
连通 分 支 ; 则 在 ( 8) 上 有 f(z) > d(z), 而 在 z=a 和 z=6 有 f(x) 一 d(x) <0. 于 


(3 ) > a (TE) = $e) + a8) > 3 (0) + 1760)), 
于 是 有 


f (于 2) > $0 +78) 
这 与 假设 矛盾 0 
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人 存在 R 上 的 这 样 的 处 处 间断 的 函数 ， 它 对 于 任何 实数 wy 有 f(z +) = 
f(z) + fy)9; 这 样 的 函数 满足 命题 18-4 中 的 不 等 式 , 但 它 不 是 凸 的 ， 否则, 它 将 
连续 . 


$19. 向 量 空间 的 子 集 上 的 凸 函 数 


命题 16-2 的 凸 性 准则 启发 我 们 对 数 域 R 上 的 向 量 空间 的 子 集 上 的 数值 函数 有 
一 个 定义 凸 性 的 方便 手段 . 


定义 19-1 设 f 是 定义 在 ( 民 上 的 ) 向 量 空间 妃 的 子 集 左上 的 有 限 数值 函数 ， 
如 果 向 量 空间 忆 x 民 的 位 于 f 的 图 像 的 上 方 的 点 的 集合 Ax(f) 是 西 的 , 则 说 
f 是 廿 的 . 


命题 19-2 为 了 定义 在 (了 及 上 的 ) 向 量 空间 巨 的 子 集 久 上 的 有 限 数 值 函数 f 
是 西 的 , 必须 且 只 需 于 是 西 的 , 并 且 f 在 多 的 所 有 线段 上 的 限制 是 三 的 . 


证 明 条 件 是 必要 的 , 因为 如 果 f 是 凸 的 , 则 集合 Ax(f) 是 凸 集 , 从 而 X 作为 
Ax(f) 在 上 的 投影 , 也 是 凸 集 . 另外 , 对 于 任何 ( 直 ) 线段 Tc XX, 集合 41(f) 是 
Ax(f) 与 凸 集 I x R 的 交集 , 故 hj(f) 是 凸 集 . 

条 件 是 充分 的 , 因为 设 P 和 有 是 4x(f) 的 两 个 点 , 而 pt 和 po 是 它们 在 X 
上 的 投影 . 如 果 f 在 线段 T= [pip2] 上 的 限制 是 凸 的 , 线段 [PP 忆 ] 包含 于 41(f) 中 ， 
当然 也 包含 于 Ax(f) 中 . 口 


许多 对 于 实 单 变 量 凸 函数 确立 的 命题 立刻 推广 到 一 般 的 凸 函 数 . 尤其 是 , 系数 
大 于 等 于 0 的 凸 函数 的 线性 组 合 , 凸 函数 的 极限 , 凸 函数 的 上 包 络 , 都 是 凸 函数 . 

如 果 我 们 限制 在 定义 在 R” 的 开 凸 子 集 X 上 的 凸 函数 , 另外 的 一 些 性 质 也 可 以 
推广 例如 , 这 样 的 7 是 连续 的 , 并 且 在 f 的 图 像 的 每 个 点 , 至 少 存在 一 个 支撑 超 平 
面 . 我 们 不 证 明 这 后 两 个 性 质 . 


命题 19-3 如 果 厂 是 凸 的 , 则 集合 {z : f(z) < 0} 是 西 的 . 
更 一 般 地 , 如 果 厂 是 凸 的 , 而 g 是 目的 , 则 集合 {Zz : f(z) 和 9g(z)} 是 上 西 的 . 


事实 上 , 如 果 f 是 凸 的 , 且 f(a) < 0, f(b) < 0, 则 对 于 ze[o 引 有 f(z) <0; 故 
所 研究 的 集合 是 凸 的 . 
第 二 个 断言 由 第 一 个 推出 , 只 需 注意 到 (f - 9) 是 凸 的 . 
对 于 集合 {zx : f(z) < g(z)} 有 一 个 类 似 的 断言 . 
@ 这 种 函数 也 是 第 一 章 第 14 节 上 所 要 求 的 例子 .其 作法 如 下 : 首先 把 R 看 作 Q 上 的 向 量 空 


间 , {ra} C R 为 这 一 向 量 空间 的 代数 基 ( 它 的 存在 需要 选择 公理 , 参看 第 三 章 习 题 68 题 ). 则 每 一 
rER 可 唯一 表示 为 了 一 > pazra， 其 中 paz € ©, 且 只 有 有 限 个 不 为 零 . 令 f(z) = 2 pax. 则 f 满 


足 flz+ = f(z) + flw), 且 由 于 它 只 取 有 理 值 , 不 可 能 连续 . __ 译 者 注 
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例 在 R" 里 ,由 汀 x/a2 < 1 定义 的 椭 球 体 是 凸 的 . 

同样 , 当 oa; > 0 时 , R" 的 使 得 六 aillz -ail| < 1 的 z 的 集合 是 凸 的 . 

命题 19-4 设 久 (对 应 地 ,站 ) 是 向 量 空 间 妃 (对 应 地 , 矿 ) 的 西子 集 ; 而 上 是 节 
上 的 西 函 数 , p 是 从 针 到 YY 内 的 仿 射 映射 . 则 fop 是 久 上 的 西 函 数 . 


这 是 关系 式 
当 al + as = 工时 ，w(alzl + a2r2) = Qa19(71) + aop(za) 


的 直接 推论 . 


例 设 f 是 Y 上 的 凸 函数 , 由 (zx,y) 一 f(z 一 y) 定义 的 Y? 上 的 函数 是 凸 函数 ， 
这 是 因为 映射 (z,y) 一 z -yy 是 线性 的 . 

定义 19-5 ( 正 齐 次 的 凸 函 数 ) 设 f 是 定义 在 (及 上 的 ) 向 量 空间 三 的 子 集 久 
上 的 数值 函数 如果 其 是 以 O 为 顶点 的 凸 锥 , 并 且 对 于 所 有 ze 和 和 所 有 入 > 0， 
有 f(Az) = 和 f(x), 则 说 f 是 正 齐 次 的 . 

命题 19-6 设 f 是 定义 在 (及 上 的 ) 向 量 空间 媚 的 凸 锥 和 上 的 正 齐 次 的 有 限 
数值 函数 . 

1? 为 使 f 是 凸 函 数 ， 必 须 且 只 需 对 于 任意 zi 和 za E X, 有 jlzi +zo) < 
jzi) + f(z2). 

2°? 当 太 >0 时 ,为 使 是 凸 的 , 必须 且 只 需 义 的 使 得 flz) < 1 的 点 z 的 集合 
是 西 的 . 


证 明 1? 设 f 是 凸 的 , 则 对 于 所 有 zi,z?Ee 和 ,有 


fet os) =2f (SF) <2| jeD+3Ga| = TD+yGog) 


反之 , 设 对 于 所 有 ww e X 有 ju 十 uz) < f(w1) + fua), 那么 对 于 所 有 
Q1, 0Q2 之 0 有 


jJ (alizl + a27z2) < jalizil) 十 jaozo) = Qf (71) + a2f (22). 


故 f 是 凸 的 . 
2° 把 XX 的 使 得 f(z) < 1 的 z 的 集合 记 做 B. 
如 果 f 是 凸 函 数 , 则 命题 19-3 表明 B 是 凸 集 . 反之 , 假定 f > 0 且 B 是 凸 集 . 
如 果 zi1,z2 € 久 , 并 且 ki > f(z1),k2 > f(z2), 则 有 


ki'riEB 和 kz!r2€B. 
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由 于 B 是 凸 集 , 故 这 两 个 点 的 分 别 带 权 fa 和 ks 的 重心 (k1 + ko)-1(z1 十 zo) 属于 
B; 故 有 
当 ki > f(z1) 和 ko > f(z2) 时 f(z1 + 12) < ki ko. 


由 于 每 个 & 可 以 任意 接近 f(xi), 故 
jzl 十 z2) < f(71) + f(x»). 


从 而 f 是 凸 的 . 口 
例 对 于 任何 数值 a > 0, 函数 f 


人 一 (并 mm 


在 有" 是 正 齐 次 的 . 而 如 果 a > 1, 每 个 函数 |zp|* 是 凸 的 , 故 f* 是 凸 的 , 随 之 集合 
{2 : f(z) < 1} 是 凸 集 ; 故 /是 凸 函数 . 


二 次 可 微 的 凸 函数 ” 设 f 是 定义 在 R" 的 开 凸 集 XX 上 的 数值 函数 . 假定 f 有 
连续 的 二 阶 偏 导 数 . 
对 于 所 有 ae X 和 所 有 a e R", 映射 p :tf(a+ta) 在 及 的 一 个 含有 0 的 
开 区 间 上 有 二 阶 导 数 : 吉 
10) = D0) 


而 f 的 凸 性 等 价 于 它 在 X 的 线段 上 的 限制 的 凸 性 , 即 函 数 y 的 凸 性 . 后 者 由 
对 于 所 有 a,a 都 成 立 的 关系 式 (0) > 0 表达 (推论 18-2); 于 是 可 以 表述 : 


命题 19-7 为 使 定义 在 R" 的 开 凸 子 集 上 的 有 连续 二 阶 偏 导 数 的 数值 函数 
了 是 凸 的 , 必须 且 只 需 对 于 所 有 a Ee 大, 二 次 型 


D2/ 
A >0. 
> QiQt BO (a)>0 


1° 必须 注意 关系 式 82f/6z2? > 0 对 于 f 的 凸 性 一 点 儿 也 不 充分 . 例如 ， 
函数 (z2 + 3zy 十 2y2) 在 R? 的 任何 开 凸 集 上 都 不 是 凸 的 . 
2。 如果 f 在 Rn" 的 一 个 非 凸 的 开 集 X 上 满足 命题 19-7 的 条 件 , 则 它 在 区 的 
所 有 开 凸 集 上 是 凸 的 , 但 是 通常 不 能 延 拓 为 包含 X 的 一 个 凸 集 上 的 凸 函数 . 
用 下 列 例子 验证 这 个 事实 . 如 果 X 是 R? 的 由 


X= {2,9 :y < 4r2} 


定义 的 开 集 . 函数 (y 一 zx?)? + 于 在 和 的 所 有 点 的 一 个 邻 域内 是 凸 的 , 但 是 没有 到 
了 2 的 凸 的 延 拓 . 
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820. 单调 函数 的 相对 平均 值 


分 析 , 即使 是 初等 分 析 , 也 会 用 到 各 种 平均 , 诸如 算术 、 几 何 、 二 次 和 调和 等 平 
均 . 这 里 我 们 推广 这 些 初等 概念 , 并 且 在 凸 性 的 基础 上 , 使 得 这 类 不 等 式 变 得 显然 . 

为 了 行文 简便 , 我 们 这 里 把 任何 有 限 族 j = (ai, zi)ier 叫做 集合 EE 上 的 离散 测 
度 , 其 中 zi e E, 而 a; 是 一 个 大 于 0 的 数 . 我 们 说 1 被 五 的 子 集 X 承载 , 如 果 X 
包含 所 有 的 点 zi. 

4 的 总 质量 是 数 ||pl| = 并 oi. 如 果 wp 是 从 已 到 另 一 个 集合 焉 内 的 一 个 映射 ， 
而 /= (ai,zi)ier 由 五 承载 , 称 已 上 的 测度 o(p) = (ai plci)jier 为 4 在 vw 下 的 像 . 
显然 有 ||p(p)|| = lxll. 

如 果 马 是 一 个 向 量 空间 , /w 的 重心 是 的 点 pl|-! 于 aizi, 把 它 记 做 .Mi(1); 对 
于 所 有 数值 k > 0, 测度 iu = (koi, zijier 跟 jy 有 同样 的 重心 ; 特别 地 , 取 = | 
测度 ku 有 总 质量 1, 这 有 时 候 会 方便 些 . 

重心 Ai(4) 属于 承载 j 的 所 有 同 集 ; 在 EB = RR 的 特殊 情形 下 , 总 有 


inf(zi) 和 Ai(1) < sup(zi)， 


定义 20-1 设 是 下 的 区 间 4 上 的 一 个 严格 单调 的 连续 数值 函数 ; 而 J 二 
(ai zijier 是 4 上 的 一 个 离散 测度 ; 用 f-! 表示 了 的 逆 函 数 . 
称 数 f-1(.AMi(f(1))) 为 相对 于 f 的 jy 的 平均 , 换 句 话说 , 这 个 平均 是 使 得 


(2 of = Desf 


的 数 w 把 它 记 做 .mrf(1). 


这 个 数 a 的 存在 性 由 .Ai(f(p)) < f(4) 推出 . 它 的 唯一 性 由 f 的 双 射 性 得 到 . 
显然 Ny(1) es 4, 更 准确 地 说 , 有 


inf(zi) & Hs (1) & sup(zi). 


还 注意 到 从 定义 立刻 得 到 : 对 于 所 有 a,8 eR,a #0, 有 Mj = .Maj+48. 
例 1° 如 果 f 是 从 及 到 民 内 的 恒 等 映 射 sz, 则 有 


Mi(p) = A lp). 
称 这 个 平均 为 算术 平均 , 因为 在 所 有 a; 相等 的 情形 下 , 事实 上 有 
-UN) =n (7), 
其 中 为 工 的 基数 , 
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更 一 般 地 , 用 .hi 表示 相对 于 数值 函数 z 一 zr 的 平均 , 这 个 数值 函数 当 + > 0 
时 定义 在 及 +, 当 r < 0 时 定义 在 R*. 例如 , .U-_i 是 调和 平均 , 而 .Ns 是 二 次 平均 . 

2° 基于 一 个 稍 后 显现 的 理由 , .Mo 表示 相对 于 定义 在 R* 的 函数 x 一 logz 的 
平均 . 当 所 有 ou 等 于 1 时 , 关系 式 


nloga = 》， log zi = log(IIzi) 


表明 .No(p) = (Hzi)Y”, 这 是 zi 的 几何 平均 , 我 们 称 No 为 几何 平均 即 来 源 于 此 . 


平均 的 比较 对 于 4 上 的 任何 严格 单调 的 连续 函数 f, NA 是 4 上 的 高 散 测 
度 的 集合 上 的 一 个 数值 函数 ,我们 要 研究 在 什么 条 件 下 .Nt = .No, 或 更 一 般 地 有 
Mr < Mg. 

引 理 20-2 设 f 是 民 的 区 间 A 上 的 一 个 凸 数值 函数 . 则 对 于 4 上 的 所 有 测 
度 几 有 

f (0) < A (fp)). 

等 号 仅 当 f 在 承载 的 最 小 区 间 上 是 仿 射 函数 时 成 立 . 

证 明 设 j= (aizijier 而 G 是 测度 (ai, M (zi))ier 的 重心 , 其 中 M(xi) 表示 
f 的 图 像 工 的 横 坐 标 为 zi 的 点 . 

G 的 坐标 z,y 是 


z=.-pa() 和 y= A (fp)). 


由 于 了 是 凸 的 , 集合 4A(f) 是 凸 的 , 故 含有 重心 G; 换 名 话说, G 在 f 的 图 像 上 方 , 这 
用 坐标 表示 为 f(x) < y, 这 恰好 是 要 证 的 不 等 式 . 

如 果 /在 区 间 [inf(zi),sup(zi)] 上 是 仿 射 的 , G 显然 在 f 的 图 像 上 , 故 f(x) =y. 
如 果 f 不 是 仿 射 的 , 把 inf(zi) 记 做 zi, 把 sup(zi) 记 做 z2. 对 于 所 有 z e (zl,zo2)， 
M(z) 严格 在 工 的 上 方 . 特别 地 , 对 于 测度 ” = (ai M (zi))i=12 的 重心 就 是 这 种 情 
形 ; 再 令 vy" = (ai M(zi))izl2. 

重心 的 一 个 熟知 性 质 表 明 G 属于 连接 v' 和 vw’ 的 重心 的 线段 ; 由 于 这 两 个 重心 
在 工 的 上 方 , 其 中 一 个 严格 在 下 上方, 故 G 也 如 此 ; 换言之 , f(x) < y. 口 


例 如 果 /是 严格 凸 的 , 则 对 于 所 有 j, 只 要 它 不 是 被 单独 一 个 点 承载 , 就 有 
J Ca)) < A (fp)). 
推论 20-3 假设 /是 到 的 区 间 4 上 的 严格 递增 的 连续 数值 函数 ; 则 
(AMi 忒 .NAy) 兮 (fj 是 是 的) (Mf 和 .本 ) 兮 (是 目的 ). 
当 f 递减 时 , 有 类 似 的 准则 , 只 需 置换 “ 西 ” 和 “四 ". 
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在 /是 凸 或 者 凹 的 情形 下 , 仅 当 f 在 承载 由 的 区 间 上 是 仿 射 的 时 候 ， 才 有 
Mi(1) = My (1). 


证 明 假定 f 是 递增 的 . 如 果 f 是 凸 的 , 引 理 20-2 表明 
f(AM(p)) < A (Fp)) ,于 是 .0 < f(A (fF) = Ny (1). 
反之 , 如 果 .M1 < .Ny, 这 就 表示 
对 于 所 有 p， f(Ai(p)) < A (f (1)). 
对 于 形 为 (Qi, zi)i=1,2, a1 十 02 = 1 的 4 这 个 特殊 情形 , 有 


f(Q171 + Q272) < oif (21) + oof (72), 


换言之 , f 是 凸 的 . 

从 引 理 20-2 推出 , 如 果 f 是 凸 的 , 则 仅 当 f 在 承载 / 的 区 间 上 是 仿 射 函数 时 ， 
才 有 AMi(1) = .jz(1) 

以 同样 的 方式 处 理 /是 目的 情形 .如果 f 是 递减 的 , 则 -f 是 递增 的 , 并且 
Ms = My, 这 时 的 等 价 性 由 刚 确 立 的 等 价 性 推导 出 来 . 口 

定理 20-4 设 / 和 9 是 下 的 区 间 4 上 的 两 个 严格 单调 的 连续 函数 . 

1° .6j = .My 等 价 于 

g= 二 Qf 十 6， 其 中 0a,8eR, 并 且 a 关 (0. 

2。 Mf < My 等 价 于 : 或 者 g 是 递增 的 , 并 且 go f-1 是 西 的 ; 或 者 g 是 递减 的 ， 

并 且 gof~! 是 目的. 


在 这 两 种 情形 下 , 当 go f-! 是 严格 西 的 或 者 目的 时 候 , 仅 对 于 J 只 被 一 个 点 承 
载 这 个 情形 才 有 .Yi(1) Ai(j) 


证 明 1° 关系 式 .Nj = .Ns 意味 着 对 于 所 有 测度 (ai, zi)ier, 其 中 并 ai = 1 我 
们 有 
f° (Poif(ei)) = 后 ( 症 volc). 


h=gof-! 和 vy; = f(zi), 


如 果 令 


这 个 关系 式 转换 为 


h (二 oy) = 2, ohof)(zi) = >》 oih(yi), 
或 者 进一步 转换 为 
M1 (FWD)) = An (fp))- 
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由 于 测度 f(y) 可 以 是 f(4) 上 的 任意 测度 , 这 个 关系 式 简单 地 改写 为 Mi = .Mi; 而 
推论 20-3 表明 h 既是 凸 的 又 是 四 的 , 从 而 是 仿 射 的 ; 换言之 有 


(gof7)(y)=ay+B 其 中 a 关 0; 


或 者 令 f-1(y) = z, 则 有 
g(7) = af (7)+ 1B. 

2° 现在 研究 不 等 式 Wf < .Ho, 首先 假定 f 和 9 是 递增 的 . 一 个 跟前 面 平 行 
的 计算 表明 : 关系 式 .NUj < My 等 价 于 .Mi < Mn, 而 根据 推论 20-3, 这 又 等 价 于 
h = gof-! 是 凸 函 数 . 

如 果 f 是 递增 的 , 而 9 是 递减 的 , 由 于 NM = .NM_o, 不 等 式 Nj < .Ny 等 价 于 
函数 -go f-! 的 凸 性 , 随 之 等 价 于 go f-! 的 四 性 . 

其 余 两 种 情形 只 需 注意 到 两 个 函数 w 一 g(w) 和 ww 一 g( 一 u) 同时 是 凸 的 或 者 是 
目的 , 就 可 推出 相应 结果 . 

当 h 是 严格 凸 的 或 者 目的 时 候 , 推论 20-3 表明 仅 当 f(4) 从 而 / 由 一 个 点 承载 
时 有 .4a (f(1)) = -Mn (f(p)); 故 有 最 后 一 个 结论 . 口 


推论 20-5 (实用 准则 ) 假定 f 和 9 具有 二 阶 导 数 , 并 且 f' 和 9' 处 处 不 等 于 
0; 则 有 
(Ms < Ma) (1 /fF < 9" 1/9). 
证 明 由 于 f 换 为 -f 或 9 换 为 -g, 在 待 建立 的 关系 中 涉及 的 所 有 的 量 均 不 
变 , 可 以 仅 考 虑 f 和 9 是 递增 的 情形 . 
关系 式 .Mf < .Ns 等 价 于 go f-! 的 凸 性 ; 令 
F(y)=(gof )(y) 和 y= f(2); 
则 有 
dF _ dF dz _ gl) 
dy dr dy f(z) 
FF 的 凸 性 意味 dF/dy 关于 y 的 递增 性 , 或 者 由 于 f 关于 z 是 递增 的 , 前 一 个 递增 性 
意味 着 g'/f' 关于 z 的 递增 性 , 即 (g”f' 一 g'f”) > 0, 或 者 1”/f' < g"/g'. 口 


例 我 们 令 


六 (zj)=z7r 和 fo(x) = logz. 
则 对 于 所 有 7, 有 
在 (0,+oco) 上 ， f/fi=(r-1)z 1. 
而 (r -1)z-! 是 7 的 递增 函数 ; 故 .Wi 也 是 > 的 递增 函数 ， 更 准确 地 说 , 由 于 
(+ 一 1)z-! 是 7 的 严格 递增 函数 , 如 果 7 <r, 则 只 要 j 不 只 被 一 个 点 承载 , 就 有 


Mr 1) < Mr (1).- 
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我 们 强调 这 里 并 没有 把 + = 0 的 情形 排除 在 外 , 也 解释 了 采用 的 记号 的 合理 性 : 
特别 地 , 我 们 重新 发 现 了 经 典 的 不 等 式 : 


调和 平均 < 几何 平均 < 算术 平均 < 二 次 平均 . 


注 准则 20-5 特别 有 意义 , 因为 在 面临 的 函数 f 的 集合 里 , 它 表 明 提 供 同样 的 
平均 的 函数 f 的 每 个 类 由 商 六 /7 刻画 特征 ; 这 些 商 构成 4 上 的 函数 的 一 个 向 量 空 
间 , 它 的 目 然 顺序 恰好 表达 平均 值 集合 上 的 序 . 


命题 20-6 (Halder 不 等 式 ) 给 定数 a,B,.… ,入 > 0 的 有 限 序列 ,使 得 a 十 
B 十 …. 十 入 一 1， 还 给 定 同 样 长 度 的 大 于 等 于 0 吊 是 的 站 请 闫 询 (Qi)ier, (bi )ieIr, 
i 则 有 


U 


2 < Ojo) DD) (1) 
仅 当 或 者 一 个 族 的 所 有 元 素 都 是 零 ， 或 者 所 有 这 些 族 成 比例 时 ,等 式 成 立 . 
证 明 如 果 一 个 数 族 的 所 有 元 素 都 是 零 , 关系 式 写成 0 = 0. 否则 有 
(人 
Ty (FS ) (过 ) …( 芒 ): 
而 关系 式 .Mo < .Mi 表明 
4“BL.1 < aA+pBB+...+AL, 


等 式 仅 当 4 = B =… = 工时 成 立 ; 关系 式 (2) 的 右 端 不 超过 


并 (cs + ps AT) -atB+. tA 
等 式 仅 当 对 于 所 有 的 i, 有 等 式 
Qi bs; J a li 
i 一 二 ... 二 7 


Ha6lder 不 等 式 的 其 他 形式 ” 设 > 是 一 个 大 于 0 的 数 ; 在 关系 式 (1) 中 , 把 a; 换 
成 wiar/?,bi 换 成 w1r/2.…, 其 中 w; > 0; 就 得 到 


wi(aibi: li)" < (Far) (DS) i 
在 改变 记号 之 后 , 这 个 关系 式 改 写 为 


(Dwilaib: 四 中) LVr (> wog (7 ut) es 
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其 中 
D1,D2，…… > 0， 
满足 关系 式 
1 1 1 
p1 D2 
它 还 可 以 更 简洁 地 写成 


Mab il) < Mo (a) Mpa (人 …. 
一 个 重要 的 情形 是 > = 1, 并 且 只 有 两 项 , 这 时 的 Holder 不 等 式 写成 
Daibi < (> wo) (S58) 0 其 中 1/p+1/g=1. 
更 特殊 的 情形 是 p = g = 2, 我 们 得 到 Cauchy-Schwarz 不 等 式 : 
(Senn) < (并 oo) (Do). 
Minkowski 不 等 式 20-7 这 个 不 等 式 简单 地 表达 R" 上 的 一 个 正 齐 次 函数 是 


凸 的 . 
给 定数 al,az,:… ,an > 0 和 数 p > 1; 考虑 定义 在 R* 上 的 函数 f 


T= (7i) 一 (Daleir) 


函数 f 显然 是 正 齐 次 的 , 并 且 在 命题 19-6 的 例子 中 已 经 知道 它 是 凸 的 ， 故 有 
Minkowski 不 等 式 


p 2 /p 
(DD oile +wl)" < (Dale) 和 (Sal) : 
当 诸 oa; > 0, 并 且 p > 1 时 , f 是 严格 凸 的 (除去 从 O 出 发 的 射线 ), 因此 当 族 


(zi) 和 (yi) 不 成 比例 时 不 等 式 是 严格 的 . 
这 些 不 等 式 直 接 可 以 推广 到 复数 zz, yi. 
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VI. 习 题 


说 明 : ” 较 难 的 习题 都 打 了 星 号 . 


定义 在 任意 集合 上 的 数值 函数 
*1° 设 (zi)jier 和 (y;)jyey 是 大 于 等 于 0 的 实数 的 有 限 族 , 使 得 
Dm 2 


证 明 存在 大 于 等 于 0 的 实数 的 有 限 族 (zij)ijeIxy， 使 得 
对 于 所 有 ie zi = pt 
了 


对 于 所 有 JE yj 三 2 


*2° 推广 上 题 的 结果 到 有 序 向 量 空间 多 (E,RR) 的 大 于 等 于 0 的 元 素 的 族 , 其 中 到 
是 任意 集合 . 


定义 在 拓扑 空间 上 的 数值 函数 


3° 设 f 是 定义 在 R? 上 的 数值 函数 , 使 得 对 于 所 有 z, 映射 y 一 f(z,y) 是 递增 
的 , 对 于 所 有 y, 映射 > 一 f(z,y) 是 递增 的 . 证 明 当 xz 和 y 在 明确 的 意义 下 趋 于 
+oo 时 f 趋 于 一 个 极限 . 
4° 设 f 是 定义 在 及 上 的 数值 函数 . 称 使 得 
lim sup f(x) # lim sup f(x) 
Z 一 QZ>Q Z 一 QZ<Qw 
的 点 a 的 集合 为 4, 证 明 4 至 多 是 可 数 的 . 

*5" 设 / 是 定义 在 R 上 的 数值 函数 , 证 明 使 得 ，lim ，f(z) 存在 但 是 异 于 f(a) 
的 RR 的 点 a 的 集合 至 多 是 可 数 的 . 

*6° 设 f 是 定义 在 R 上 的 数值 函数 . 说 在 we 及 取 相 对 最 大 值 , 如 果 存 在 a 
的 一 个 邻 域 V, 使 得 对 于 所 有 z e V 有 f(x) < f(a). 把 这 些 点 a 的 集合 记 做 4. 证 
明 7(4) 至 多 是 可 数 的 . 

7° 设 (所 )ier 是 定义 在 一 个 距离 空间 上 的 有 限 数 值 函 数 的 同等 连续 的 一 个 族 . 
a) 证 明 如 果 函 数 supfi 和 inffi 是 有 限 的 , 则 它们 是 一 致 连续 的 . 


b) 证 明 形 如 supfi 或 者 inf f; 的 有 限 函 数 的 族 (fy) 是 同等 连续 的 , 其 中 J 是 I 
的 任意 子 集 . 
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半 连 续 数值 函数 


8° 设 f,g 是 从 拓扑 空间 EE 到 R 内 的 下 半 连 续 的 两 个 映射 . 证 明 如 果 /+9 是 
连续 的 , 则 f 和 9 也 是 连续 的 . 
*go 设 f 是 区 间 [0, 1] 上 的 下 半 连 续 的 有 限 数值 函数 . 
a) 证 明 f 是 连续 函数 g < f 的 上 包 络 . 
b) 证 明 f 是 连续 函数 的 递增 序列 的 极限 . 
*10? 推广 前 一 个 题 的 断言 到 在 有 可 数 基 的 距离 空间 上 的 任何 下 半 连 续 的 有 限 孙 
数 了 . 
11° 设 f 是 定义 在 拓扑 空间 EB 上 的 下 半 连 续 的 数值 函数 . 证 明 对 于 EE 的 所 有 
非 空 子 集 4, 有 


sup f (7) = sup f (7). 
rEA EA 


12° 对 于 所 有 表示 成 既 约 形式 的 有 理 数 r = p/g(g > 0), 令 f(r) = g; 证 明了 在 
Q 里 是 下 半 连 续 的 , 并 且 在 所 有 点 + e @ 上 , f 的 振幅 是 +oo. 
*13° 设 有 是 一 个 距离 空间 , 而 天 是 及 x 瑟 的 一 个 紧 致 子 集 . 对 于 所 有 z e RR， 
令 q(z) 是 横 坐 标 是 z 的 KK 的 点 的 集合 的 直径 . 证 明 g(x) 是 一 个 上 半 连 续 的 函数 . 
14° 设 f 是 定义 在 拓扑 空间 EB 上 的 数值 函数 . 证 明 五 的 使 得 f 的 振幅 大 于 等 
于 和 (和 > 0) 的 点 的 集合 是 闭 集 . 
由 此 推出 f 的 连续 点 的 集合 是 可 数 个 开 集 的 交集 . 
*15° 设 f 是 定义 在 正方 形 C = [0,1]? 上 的 连续 数值 函数 . 说 f 是 分 片 仿 射 的 ， 
如 果 存 在 C 的 有 限 的 由 三 角形 组 成 的 覆盖 , 使 得 f 在 此 覆盖 的 每 个 三 角形 上 是 仿 射 
的 . 设 多 是 这 些 函 数 的 向 量 空间 , 赋 以 一 致 收敛 拓扑 . 设 a(f) 是 f 的 图 像 在 Euclid 
空间 R3 的 初等 面积 . 证 明 a(f) 是 多 上 的 下 半 连 续 函数 . 


Stone-Weierstrass 定理 


16° 我 们 需要 利用 一 个 递 推 推理 , 证 明 在 区 间 [0,1] 上 存在 递增 实 多 项 式 序列 
(pn), 在 此 区 间 上 一 致 收敛 到 Vt. 令 


peti 的 =pr 的 + 了 人- 下 的 ) 和 pr=0, 


证 明 这 样 由 递 推 定义 的 序列 (pa) 具有 所 需要 的 性 质 . 

17° 设 是 一 个 紧 致 空 间 , 而 (fi) (i = 1,2,… ,n) 是 8(E,R) 的 n 个 分 离 忆 
的 点 的 元 素 的 族 . 证 明 EE 同 胚 于 Rn" 的 一 个 子 集 . 

18? 设 a1,a2,as 是 及 2 的 非 共 线 的 三 个 点 . 用 fi 表示 函数 z 一 ||z 一 oill. 证 
明 R? 上 的 所 有 连续 数值 函数 是 关于 户 , 户 , fs 的 或 者 关于 这 些 函 数 的 平方 的 多 项 式 
(其 中 不 含 常数 项 ) 序列 的 极限 , 该 序列 在 R? 的 所 有 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 . 
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定义 在 区 间 上 的 函数 


19° 设 f 是 R 的 一 个 区 间 I = [ww 引 上 的 连续 的 有 限 数值 函数 ,说 f 在 一 个 
点 zo Ef 是 在 右 侧 递增 的 , 如 果 存 在 一 个 数 zi > zo, 使 得 对 于 所 有 z e [zo,z1] 有 
f(z0) 和 f(z). 同样 可 定义 在 右 侧 递减 的 . 

证 明 如 果 f(a) = f(b) = 0, 则 存在 了 的 一 个 点 cu 使 得 f 在 点 cl 是 在 右 侧 递 
增 的 . 也 存在 了 的 一 个 点 cz, 使 得 f 在 点 ca 是 在 右 侧 递减 的 (对 于 左 侧 亦 然 ). 

20° 设 f 是 区 间 [w 上 的 连续 和 可 导 的 数值 函数 .利用 经 典 的 Rolle 定理 
证 明 , 即使 f' 不 是 连续 的 , f' 也 取 在 ff 和 友之 间 的 所 有 值 (证 明 对 于 所 有 满足 
用 < 入 < 到 的 入 存在 ze [a,0], 使 得 弦 M(a)M(z) 或 者 M(z)M(b) 有 和 斜率 入 ). 由 
此 推出 f'([a,]) 是 连通 的 . 

21° 设 f 是 开 区 间 (a,b) 上 的 连续 和 可 导 的 数值 函数 . 如 果 a = lim f"(2) 存在 
并 且 是 有 限 的 , 证 明 lim f(z) 存在 , 并 且 f 具有 一 个 在 [oa, 虽 的 连续 延 拓 ， 此 延 拓 在 
a 是 可 导 的 ， 导数 就 是 < a. 

22° 设 f 是 区 间 T= [a,9] 上 的 连续 的 数值 函数 , 而 4 是 I 的 这 样 的 内 点 z 的 
集合 : 存在 y > z 使 得 f(y) > f(z). 证 明 4 是 开 集 , 并 且 对 于 构成 4 的 互 不 相交 的 
区 间 中 的 每 一 个 (a, 8), 有 f(a) < f(8), 如 果 wz o 则 等 式 成 立 . 

23° 设 9 是 区 间 T= [ww 上 的 递增 的 且 连 续 的 数值 函数 , 而 是 一 个 大 于 0 
的 数 . 

设 4 是 了 的 这 样 的 内 点 z 的 集合 : 对 于 z, 存在 一 个 y > z, 使 得 g(y) - g(x) > 
k(y 一 z). 利用 前 一 个 题 证 明 4 是 开 区 间 的 可 数 并 集 , 这 些 区 间 长 度 之 和 小 于 等 于 
(g(b) — g(a))/k. 

24° 设 f 是 从 区 间 [wj 到 完备 距离 空间 EB 的 一 个 正规 映射 . 证 明 f([a, 引 ) 在 
EB 里 是 相对 紧 致 的 . 

*25° (这 个 题目 要 求 了 解 第 三 章 .) 设 f 是 从 R 的 区 间 了 工 到 ( 及 上 的 ) 拓扑 向 量 
空间 的 一 个 连续 映射 ; 而 X 是 E 的 一 个 凸 子 集 , X 由 半 开 空间 {x : li(z) > ow} 
的 一 个 族 的 交 定义 , 其 中 i; 是 上 的 连续 线性 型 , 而 oi 是 数 . 

假定 存在 7 的 一 个 可 数 子 集 D, 使 得 在 六 D 的 所 有 的 点 z，f 具有 右 导 数 
fi(7) E X. 

a) 利用 15-4, 证 明 对 于 所 有 a,be I, 有 f(b) -al € (5b 一 a)X. 

b) 利用 第 三 章 16 题 , 重新 证 明 推 论 15-6. 


凸 函 数 


26° 设 (jijisr 是 及 的 开 区 间 了 上 的 凸 函数 的 一 个 族 . 如 果 族 ( 户 ) 一 致 有 上 界 ， 
并 且 存 在 一 个 点 ce 卫 使 得 族 (fi(c)) 是 有 下 界 的 , 证 明 族 ( 访 ) 在 工 的 所 有 紧 致 区 
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间 上 同等 连续 . 

27° 设 fi 是 R 的 开 区 间 T 上 的 凸 函数 的 一 个 序列 , 它 简单 收敛 到 有 限 函 数 f. 
利用 前 一 题 证 明 在 7 的 所 有 紧 致 区 间 上 是 一 致 收敛 的 . 

*28。 推广 前 两 个 题 到 R?( 或 更 一 般 地 , R") 的 凸 子 集 X 上 的 凸 函 数 . 

29" 设 f,g 是 向 量 空间 的 一 个 凸 集 X 的 两 个 凸 函 数 ; 证 明 如 果 (f 二 g) 在 上 
是 仿 射 的 , 则 f 和 9 也 如 此 . 

30° 设 f 是 紧 致 区 间 [外 上 的 凸 函数 , 并 且 fi(a) 和 fi(b) 是 有 限 的 . 证 明 f 
是 及 上 的 一 个 凸 函 数 在 [a,9| 上 的 限制 . 

31° 设 9 是 数 对 (zx,t) 的 连续 数值 函数 , 其 中 a < xz <b, 而 a < t < B. 如 果 对 
于 所 有 t,，g 是 z 的 凸 函数 , 证 明 函 数 


B 
f(s) = / 0 


的 凸 性 . 
32° 设 /是 及 上 的 一 个 凸 函 数 , 而 yp 是 及 上 的 大 于 等 于 0 的 连续 函数 , 并 且 在 
一 个 紧 致 区 间 之 外 为 零 . 
a) 证 明 肾 数 F(z) = [f(z 一 t)jp(t)at 在 民 上 是 凸 函数 . 
R 
b) 设 光 是 如 下 定义 的 函数 


当 |>1 时 ,y(t)=0， 当 ||<1 时 ,w(t) = Ke 人 -0 


其 中 是 使 得 区 在 及 上 的 积分 等 于 1 的 实数 . 
证 明光 在 了 及 上 具有 所 有 阶 的 导数 ， 
c) 证 明 凸 函数 


十 co 十 co 
jz) =a 人 -bbd=a 人 fal —t)e 


是 无 穷 次 可 导 的 , 并 且 当 a 一 +o0 时 fo 在 恨 的 所 有 紧 致 区 间 上 一 致 收敛 到 f. 

33° 如 果 f 是 (0, +co) 上 的 一 个 递增 凸 函数 . 试 证 明 : 或 者 f = 一 个 常数 , 或 者 
slim f(z) = +o0. 

34° 如 果 f 是 区 间 [a, 十 oo) 上 的 一 个 凸 函数 . 证 明 当 z 一 +oo 时 f(z)/z 趋 于 
一 个 有 限 值 或 者 趋 于 +oo. 再 证 明 如 果 这 个 极限 小 于 等 于 0, 则 函数 f 在 [a, +co) 上 
是 递减 的 . 

*35° 设 f 是 区 间 [0, 十 oo0) 上 的 凸 函 数 . 
a) 证 明 如 下 定义 的 函数 p 


pz) = jz) 一 zja(z) 
(f 的 图 像 在 原点 的 右 切线 的 纵 坐 标 ) 是 递减 的 . 
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b) 证 明 如 果 ， lim we(z) 是 有 限 数 B, 则 a= ， lim (f(z)/z) 也 是 有 限 数 , 再 证 明 
f(z)— (az+D) >0, 且 当 z 一 +oo 时 jz)-(az 上 +D) 一 0. 

36° 推广 命题 18-4 到 这 样 的 半 连 续 函数 f: 对 于 所 有 wb e Ta < 1 存在 
z € (a,b), 使 得 M(z) 在 线段 M(a)M(b) 的 下 方 . 

37° 设 1 是 RR 的 一 个 开 区 间 了 上 的 严格 递增 (对 应 地 , 递减 ) 函数 . 证 明 为 使 f 
是 凸 的 , 必须 上 且 只 需 它 的 反 函 数 f-! 是 止 的 (对 应 地 , 凸 的 )， 

38° 设 f 是 R 的 一 个 区 间 I 上 的 连续 的 有 限 的 数值 函数 . 证 明 如 果 对 于 所 有 
a E 7, 存在 含有 M(a) 的 一 个 开 区 间 , 位 于 f 的 图 像 下 方 , 则 f 是 凸 的 . 

39° 利用 从 半 平 面 x > 0 到 自身 的 投影 变换 (zx,y) 一 (z-1,yz-!) 的 性 质 , 证 明 
如 果 f 当 x > 0 时 是 凸 的 , 则 函数 zx 一 zf(z-!) 也 如 此 , 其 逆 亦 真 . 

利用 第 32 题 再 给 出 另 一 个 证 明 . 

40° a) 利用 第 32 题 证 明 : 如 果 f 和 g 在 同一 个 区 间 了 上 是 正 的 、 凸 的 和 递增 
的 (或 者 递减 的 ), 则 fg 是 凸 的 . 

b) 用 同样 的 方式 , 陈述 一 个 fo9 是 凸 的 判别 法 . 

41° 设 f 在 区 间 I CR 是 正 的 . 如 果 logf 在 了 是 凸 的 , 则 说 f 是 对 数 西 的 . 

证 明 如 果 f 是 对 数 凸 的 , 则 f 是 凸 的 . 

证 明 如 果 f 和 g 是 对 数 凸 的 , 则 fg 也 是 对 数 凸 的 . 

为 此 , 我 们 将 利用 第 32 题 , 在 以 下 几 个 题目 里 同样 要 用 到 该 题 . 

*42° 证 明 两 个 对 数 凸 的 函数 之 和 也 是 对 数 凸 的 . 注意 到 以 下 事实 会 是 方便 的 : 对 

于 连续 函数 f, 我 们 得 到 一 个 写成 下 列 形式 的 对 数 凸 的 判别 法 , 对 于 所 有 oa ,4 


F(T) < 1070) 


43° 设 f(z,t) 是 大 于 0 的 有 限 数值 函数 , 它 在 RR 的 两 个 开 区 间 I 和 ,7 的 乘积 


Tx J 上 定义 并 且 连 续 , 使 得 对 于 所 有 te J,f(z,t) 是 关于 zx 的 对 数 凸 的 函数 . 
证 明 如 果 对 于 所 有 z e 了 积分 


g(z) = [ Fe 
是 收敛 的 , 则 y 是 对 数 凸 的 . 可 利用 第 42 题 . 


44° 令 


Oo 
ro=/ ett*-l1dt. 
0 


利用 第 43 题 证 明 对 于 所 有 z > 0 这 个 积分 是 有 限 的 , 并 且 函 数 工 在 (0， 十 oo) 
上 是 对 数 凸 的 . 

证 明 对 于 任何 整数 ”有 Ttn 二 1)=nl. 

45° 用 , 表示 开 区 间 (a,5) 上 的 目的 并 且 正 的 函数 的 集合 . 
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a) 证 明 .和 对 于 关系 
如 果 (9- 门 E 效 , 则 <9， 


是 有 序 的 . 

b) 我 们 说 % 的 一 个 元 素 f 是 极 值 , 如 果 所 有 关系 9 < f, 其 中 ge ,药酒 
g = 和 f, 其 中 入 e [0,1]. 

证 明 % 的 仅 有 的 极 值 元 素 是 这 样 的 函数 f 在 (a,b) 上 的 限制 , f 在 c 和 4 是 
零 , 在 两 个 区 间 [a,c] 和 [c,b] 上 是 仿 射 的 (其 中 ce (a,5)), 或 者 f 在 (o, 上 是 仿 射 
的 , 而 在 a 或 者 5b 为 零 . 

c) 利用 第 32 题 证 明 .% 赋 以 序 “<” 后 是 格 . 

*46° 证 明 对 于 所 有 异 于 R? 的 所 有 单 连通 开 集 Q c R?, 存在 定义 在 9 上 的 连续 

数值 函数 f, 在 Q 是 局 部 凸 的 , 但 是 不 能 延 拓 到 任何 严格 包含 9 的 开 集 Q' 上 同样 
类 型 的 函数 . 


平均 值 和 不 等 式 


47。 证 明 周 长 为 2p 的 三 角形 的 面积 当 它 的 边 wb% e 相等 时 取 最 大 值 (利用 关系 
Mo < Mi 以 及 由 p,(p 一 a),(p 一 b),(p—o) 表示 面积 的 公式 ). 

48。 证 明 表 面积 给 定 的 长 方 体 的 体积 当 它 是 一 个 正方 体 时 是 最 大 的 . 

49° 设 a1,a2,… ,an 是 大 于 0 的 数 ; 而 a 是 它们 的 几何 平均 . 

证 明 

(1+a1)(1 + a2):…… (1+an) > (1+a)", 

等 式 仅 当 所 有 a; 相等 时 成 立 . 

50。 设 /是 (0,co) 上 的 一 个 离散 测度 . 证 明 函 数 > 一 (YW(1))” 是 对 数 凸 的 . 

51° 设 yp 是 及 的 开 区 间 I 上 的 一 个 连续 数值 函数 , a Ee 工 

a) 证 明 存在 (0,+ce) 上 的 一 个 (唯一 的 ) 严格 递增 函数 5, 使 得 


$=yp$’;, Gla)=0; $(0)=1. 
b) 如 果 y 是 TT 上 的 任意 一 个 离散 测度 , 令 
JP) = $ (Ms(1)). 


证 明 J 是 向 量 空间 多 (7 及) 上 的 对 数 凸 的 函数 . 
52° 对 于 所 有 fe 多 ([0,1],R) 和 所 有 p > 0, 令 


Ne)= ( /rear] 
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a) 证 明 如 果 p > 1, 则 Np 是 多 ([0,1],R) 上 的 凸 函数 . 
现在 设 f 是 给 定 的 且 大 于 0. 

b) 证 明 函 数 p 一 Np(f) 是 递增 的 和 无 穷 次 可 导 的 . 

c) 证 明 (Np(f)》 是 p 的 对 数 凸 的 函数 . 

d) 证 明 Np(f) 是 p-1 的 对 数 凸 的 函数 (利用 39 题 ). 

53° 沿用 52 题 的 记号 , 证 明 如 果 p-! +g-! = 1 则 有 不 等 式 


Ni(fg) < Np(f)Nal(g)- 


54° 用 yp,y,… 表示 [0,+co) 上 的 严格 递增 的 连续 函数 , 对 于 所 有 满足 上 > 0 的 
fe (|0, 1], RR), 用 关系 式 


(Mslf)) = 上 elj(a))dz 


定义 .Up( 月 . 证 明 (Ms < My) 等 价 于 wop-! 是 凸 的 . 

55° 设 yp 是 区 间 [0,a] 上 的 严格 递增 的 连续 函数 , 还 满足 条 件 o(0) = 0; 而 消 是 
2 的 反 函 数 ， 

证 明 对 于 所 有 z,y, 只 要 满足 ze [0, aj,y € [0, p(a)], 就 有 


w<| Ds [ yh)at, 
等 式 仅 当 y = yp(z) 时 成 立 . 


56° 采用 同样 的 记号 , 用 8 和 二 分 别 表示 wp 和 水 的 在 0 取 零 值 的 原 函 数 . 
设 f,g 是 [0,1] 上 的 分 别 在 [0,a] 和 [0, wp(a)] 取 值 的 两 个 连续 函数 . 证 明 有 


1 
0 


1 1 
上 flwg(wdu < | saat /we(o)du 
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A(f) (ensemble associ6 & la fonction numérique f) 


4A(f) (与 数值 函数 f 相 联 系 的 集合 ) 3-2 
Borne supérieure (resp. inférieure) d’une fonction 

函数 的 上 (相应 地 , 下 ) 确 界 2-1 
Discontinuité de premiare espace 第 一 类 不 连续 性 13-1 
Droite d'appui 支撑 直线 17-5 


@ 表 中 的 数字 表示 节 和 段 , 或 者 某 一 习题 的 序号 . 
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Enveloppe supérieure (resp. infkrieure) dune famille de fonctions 


函数 族 的 上 (相应 地 , 下 ) 包 络 3-1 
Famille uniformément majorke (resp. minorée, bornke) 

一 致 有 上 界 (相应 地 , 有 下 界 , 有 界 ) 族 3-2 
Fonction convexe (resp. strictement convexe, concave) 

凸 (相应 地 , 严格 凸 , 上 四) 函数 16-1; 16-3; 16-4; 19-1 
Fonction log convexe 对 数 凸 函 数 习题 37 
Fonction en escalier 阶梯 函数 13-3 
Fonction numérique 数值 函数 1 
Fonction positivement homogene 正 齐 次 函数 19-5 
Fonction réglée 正规 函数 13-3 
Géodésique 测 地 线 11-7 
Inégalités de Holder, Minkowski, Cauchy-Schwarz 

Ha5lder， Minkowski, Cauchy-Schwarz 不 等 式 20-6 和 20-7 
Limite supérieure (resp. inférieure) 上 (相应 地 , 下 ) 极限 41 
Majorée (fonction) 有 上 界 (函数 ) 2-2 
Moyenne relative & une fonction monotone 

关于 单调 函数 的 平均 值 20-1 
Oscillation d’une fonction sur un ensemble 函数 在 集合 上 的 振幅 2-1 
Oscillation drune fonction en un point 函数 在 点 上 的 振幅 4 4 
Paramétrage intrinséque d'une courbe 曲线 的 内 蕴 参 数 化 11-6 
Réticulée 格 12-1 
Semi-continuité supérieure (resp. inférieure) 上 (相应 地 , 下 ) 半 连 续 性 7-1 
Théoremes des accroissements finis 有 限 增 量 定理 15-3 和 15-5 
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IX. 定义 和 公理 


上 包 络 . 所 谓 集合 上 的 数值 函数 族 (f;)ier 的 上 包 络 是 指 函 数 ; 


f= supfi, 


它 定 义 为 : f(x) = sup fi(7z) 对 于 任何 ze 五 成 立 . 


上 极限 . 设 / 为 集合 已 上 的 数值 函数 , 8B 为 上 的 滤 子 基 . 
所 谓 f 沿 多 的 上 极限 是 指 f( 多 ) 的 上 确 界 (其 中 f( 多 ) = ,710B)); 记 它 为 
€ 


lim supf. 
B 


下 半 连 续 性 . 定义 在 拓扑 空间 上 的 数值 函数 f 称 为 在 点 a 下 半 连 续 , 是 指 对 
于 任何 入 < f(a), 存在 a 的 邻 域 V, 使 得 和 < f(V). 

单 变量 凸 函数 . 设 f 为 定义 在 及 的 区 间 I 上 的 有 限 数值 函数 . 我 们 说 f 是 凸 
的 , 是 指 对 于 任何 zi zz e 了 满足 ze [zi,za] 的 任何 f 的 图 像 上 的 点 M(z) 在 线段 
M(x1)M (x2) 之 下 . 

向 量 空间 子 集 上 的 西 函数 . 设 f 为 定义 在 (R 上 的 ) 向 量 空间 E 的 子 集 上 的 有 
限 数值 陋 数 . 

我 们 说 f 是 凸 的 , 是 指 位 于 f 的 图 像 之 上 的 向 量 空间 EB x RR 的 点 集 是 凸 的. 

正 齐 次 函数 . 设 f 为 定义 在 (R 上 的 ) 向 量 空间 巨 的 子 集 X 上 的 数值 函数 . 我 
们 说 f 是 正 齐 次 的 , 是 指 X 是 顶点 为 0 的 锥 , 且 


f(Az) = 和 f(z) 对 于 任何 x e X 和 任何 入 > 0 成 立 . 


单调 函数 的 相对 平均 值 . 设 f 为 R 的 区 间 4 上 的 严格 单调 连续 数值 函数 ; j = 
(ai zijier 为 4 上 的 正 离散 测度 . 
所 谓 /相对 于 f 的 平均 值 , 是 指 满足 


Co 


的 数 a. 
记 这 个 数 a 为 Xj(1). 
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在 第 一 章 第 22 节 , 我 们 曾经 强调 指出 在 函数 空间 赋 以 拓扑 的 好 处 , 并 且 给 出 了 
许多 这 类 拓扑 的 例子 . 

现在 我 们 要 系统 研究 这 类 空间 中 的 最 有 用 者 , 这 就 是 赋 以 了 R 或 C 上 的 向 量 
结构 的 空间 . Banach 在 这 个 领域 做 出 了 最 重要 的 贡献 . 


I 一 般 拓 扑 向 量 空间 . 例子 


81. 拓扑 向 量 空间 的 定义 和 初等 性 质 


在 第 一 章 第 14 节 , 我 们 曾经 通过 拓扑 和 代数 之 间 的 相 容 性 定义 了 拓扑 群 、 拓 扑 
环 和 拓扑 域 的 概念 . 在 有 R 或 C 上 的 向 量 空间 不 仅 赋 以 了 加 法 , 还 赋 以 了 跟 了 及 或 C 
的 元 素 的 乘法 ; 如 果 想 在 一 个 这 样 的 空间 上 定义 一 个 有 用 的 拓扑 , 就 还 必须 涉及 基 
础 数 域 的 拓扑 . 
为 了 简化 叙述 , 只 要 牵涉 不 到 R 或 C 的 特殊 性 质 , 我 们 就 用 K 表示 基础 数 域 . 


定义 1-1 设 万 是 既 赋 以 数 域 区 上 的 向 量 空间 结构 , 又 赋 以 一 个 拓扑 结构 的 集 
合 ; 我 们 说 这 两 个 结构 是 相 容 的 , 如 果 

1° 万 的 拓扑 同 马 的 加 法 群 是 相 容 的 . 

2° 从 拓扑 空间 区 x 万 到 轧 内 的 映射 (和 ,7X) 一 和 ZY 是 连续 的 . 

赋 以 了 这 两 个 相 容 的 结构 的 巨 按 照 区 是 及 或 C, 称 为 实 或 复 拓扑 向 量 空间 ( 缩 
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写 为 e.v.t)， 


从 现在 起 我 们 就 提请 注意 , 如 果 是 C 上 的 一 个 e.v.t, 那么 及 是 C 的 子 域 的 
事实 就 蕴涵 E 同 R 上 的 e.v.t 的 结构 也 是 相 容 的 . 这 个 注释 让 我 们 在 需要 时 不 管 哪 
个 KK, 都 可 以 利用 巨 作 为 RR 上 的 向 量 空间 的 性 质 , 比如 它 的 凸 集 的 性 质 . 


例 1° 我 们 不 加 证 明 地 指出 , 乘积 K* 和 赋 以 一 致 收敛 拓扑 的 空间 多 (fo, 1], KK) 
是 拓扑 向 量 空间 , 这 将 是 后 面 的 一 个 结果 的 推论 . 

2° 反之 , R 上 的 连续 数值 函数 的 向 量 空间 多 (R, R), 赋 以 一 致 收敛 拓扑 (关联 于 
拟 距离 d(f,g) = sup|f(z) - g(z)|) 不 是 拓扑 向 量 空间 . 事实 上 , 虽然 它 的 拓扑 与 群 
结构 是 相 容 的 , 但 是 Af 不 是 二 元 组 (A, f) 的 连续 函数 , 因为 , 比如 说 , 如 果 了 是 一 
个 无 界 函数 , 当 和 一 0 时 和 Aj 不 收敛 到 函数 0. 

命题 1-2 一 个 拓扑 跟 集合 书 上 的 一 个 向 量 空间 结构 的 相 容 性 可 以 表达 为 下 列 
条 件 : 

1 从 马 x 思 到 态 的 映射 (7,y) 一 (z 十 妇 是 连续 的 . 

2° 对 于 所 有 a €E E, 从 区 到 马 内 的 映射 入 一 Aa 在 点 入 =0 是 连续 的 . 

3°? 对 于 所 有 a E 区 ,从 万 到 态 内 的 映射 7 一 ax 在 点 x 二 0 是 连续 的 . 

4 从 区 x 马 到 巨 内 的 映射 (和 ,7z) 一 Xz 在 点 (0,O) 是 连续 的 . 

证 明 根据 定义 1-1, 如 果 两 个 结构 是 相 容 的 , 条 件 1°%, 2°, 3°, 4° 显然 满足 . 

反之 , 设 四 个 条 件 满足 , 关系 

MT=aa0+(A—-aat+a(z—a)+(A—a(r—a) 
表明 当 入 一 a 和 7 一 a 时 (这 蕴涵 (和 一 a) 一 0 和 (x 一 a) 一 0), 则 有 
AZ — Qaat+0a+aO+00 = aa. 

故 (A,7z) 一 Xz 是 连续 的 . 

特殊 情形 下 映射 x 一 (-1l)z = -xz 是 连续 的 ; 由 于 根据 假设 加 法 是 连续 的 ,万 的 
拓扑 跟 五 的 加 法 群 结构 必然 是 相 容 的 . 口 

命题 1-3 如 果 轧 是 一 个 拓扑 向 量 空间 . 则 对 于 所 有 a 关 0 和 所 有 be EE, 伸缩 
映射 x 一 az 十 b 是 从 友 到 自己 同 及 . 


证 明 所 有 伸缩 映射 是 双 射 , 伸缩 映射 的 逆 映 射 自己 也 是 伸缩 映射 ; 由 定义 1-1 


得 到 所 有 伸缩 映射 是 连续 的 ; 于 是 这 是 从 E 到 EE 内 的 双 连 续 的 双 射 . 口 
推论 1-4 1? 已 的 所 有 伸缩 映射 把 所 有 开 集 (对 应 地 , 闭 集 ) 变换 为 巨 的 开 集 
(对 应 地 , 闭 集 ). 


2? 轧 的 点 a 的 领域 的 集合 如 是 点 0 的 领域 的 集合 在 平移 全 zx 十 a 下 
的 像 . 
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这 是 以 下 事实 的 直接 推论 : 所 有 伸缩 映射 从 而 作为 其 特例 的 平移 , 是 5 的 
同 胚 . 

我 们 提醒 第 二 个 性 质 在 所 有 拓扑 群 里 都 正确 ; 它 表 明 一 旦 知道 了 点 O 的 邻 域 的 
集合 , 就 知道 也 的 拓扑 . 


命题 1-5 设 忆 是 拓扑 向 量 空间 媚 的 一 个 子 集 . 
如 果 忆 是 万 的 向 量子 空间 (对 应 地 , 西 集 , 锥 ), 则 它 在 妃 中 的 附着 集 五 也 
如 此 . 


证 明 首先 回想 起 : 如 果 f 是 从 拓扑 空间 4 到 另 一 个 拓扑 空间 B 的 连续 映射 ， 
则 对 于 所 有 X C 4, 有 /又 ) Cc f(X) (参见 第 一 章 ,7-5). 

设 书 是 互 的 向 量子 空间 ; 假定 和 ,uu e K, 并 且 f 是 从 已 x 瑟 到 五 的 映射 
(zx,y) 一 Az 十 Ly; 它 把 PxP 映射 到 已, 由 于 它 是 连续 的 , 故 它 把 xP=PxP 映 
射 到 五 ; 换 句 话说 , 对 于 所 有 z,y € PB, 有 Mr+jy EP, 即 忆 是 玉 的 子 空间 . 

关于 EE 的 凸 集 的 类 似 断 言 , 通过 考虑 当 A,y > 0, 入 + = 工时 的 这 个 映射 了 而 
得 到 . 

而 关于 顶点 为 O 的 锥 的 断言 , 利用 从 EE 到 5 的 形式 如 x 一 Xz 的 映射 了 而 得 
到 , 其 中 入 > 0. 口 


推论 1-6 在 一 个 拓扑 向 量 空间 里 ， 所 有 超 平面 予 电 或 是 闭 的 ， 或 是 处 处 稠 

事实 上 , 根据 命题 1-5, 再 考虑 到 互 的 所 有 包含 五 的 向 量子 空间 是 EE, 或 是 HH， 
故 有 或 者 百 = 万 , 或 者 万 = 瑟 . 

命题 1-7 (连续 线性 映射 ) 设 瑟 ,已 是 两 个 同一 数 域 区 上 的 拓扑 向 量 空间 . 

1° 为 了 从 万 到 万 的 一 个 线性 映射 是 连续 的 , 必须 且 只 需 它 在 马 的 点 O 是 连 
续 的 . 

2° 从 万 到 古 的 连续 线性 映射 的 集合 (EE, 玉 ) 是 从 瑟 到 已 内 的 映射 的 向 量 空 
间 多 (下) 的 一 个 向 量子 空间 . 


证 明 第 一 个 断言 是 拓扑 群 里 的 表达 连续 的 一 个 特征 的 特殊 情形 (参见 第 一 章 ， 
第 14 节 ). 

为 了 证 明 第 二 个 断言 , 设 jg e (EB, 耳 ), 而 和 ,ue& K; 从 巨 到 的 线性 映射 
z 一 和 f(z) +1ng(z) 是 连续 的 , 这 是 因为 / 和 9 是 连续 的 , 而 且 从 已 x 五 到 五 内 的 
映射 (u,v) 一 Xu + 是 连续 的 ; 换言之 , 必然 有 Af + Hg E (EE, 了 F). 口 


通常 把 从 EE 到 EE 内 的 连续 线性 映射 的 空间 .2(E,E) 记 做 .2(E), 并 且 称 其 元 
素 为 五 连续 算 子 . 


@ 我 们 提醒 : 向 量 空间 B 的 一 个 超 平面 是 上 的 一 个 线性 型 的 零点 的 集合 . 
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最 重要 的 连续 线性 映射 是 在 K 内 取 值 的 那 种 . 我 们 有 


定义 1-8 在 区 内 取 值 的 连续 线性 映射 称 为 连续 线性 型 把 空间 -22( 互 , 民 ) 记 做 
E', 并 且 称 为 已 的 拓扑 对 偶 . 


显然 有 E'C E*, 这 里 Ep* 表示 互 的 代数 对 偶 , 即 BE 上 的 线性 型 的 集合 . 

一 般 情 形 下 有 E' 关 E*, 即 一 般 存在 不 连续 的 线性 型 (参见 习题 的 69 题 ). 

对 于 所 有 线性 型 f, 超 平面 f-1(0) 是 区 的 元 素 {0} 在 f 下 的 逆 像 ; 于 是 如 果 f 
是 连续 的 , 这 个 超 平面 在 E 内 是 闭 的 ; 可 以 证 明 , 反之 , 如 果 f-1(0) 是 闭 的 , 则 f 是 
连续 的 (参见 习题 的 8 题 ). 这 里 是 另 一 个 方便 的 连续 性 的 刻画 : 


命题 1-9 已 上 的 线性 型 f 是 连续 的 , 等 价 于 存在 巨 的 一 个 非 空 开 集 , 在 该 开 
集 上 f 是 有 界 的 . 


证 明 如 果 f 是 连续 的 , f 在 O 的 连续 性 蕴涵 存在 O 的 一 个 邻 域 , 随 之 存在 一 
个 非 空 开 集 , 使 得 对 于 该 开 集 的 所 有 的 点 zx 有 |f (x)| < 1. 

反之 , 设 X 是 一 个 非 空 开 集 , 在 X 上 有 |f(z)| < %, 又 设 a 是 X 的 一 个 点 ; 久 
的 平移 X -a 含有 0, 从 而 是 O 的 一 个 邻 域 , 对 于 所 有 ze (XX 一 a), 有 


f(z) Ef(X -a)= f(X)— f(a), 


由 此 得 |f(z)| < +|f(o)|. 

对 于 所 有 se > 0, 存在 O 的 邻 域 V, 使 得 在 该 邻 域 上 |f(z)| < se, 此 邻 域 就 是 
(XX 一 a) 的 在 比例 系数 为 sk 十 |F(a)l)-: 的 相似 变换 下 的 像 . 换言之 , f 在 点 0 连续 ， 
从 而 根据 命题 1-7 处 处 连续 . 口 


完全 子 集 1-10 如果 X 是 向 量 空间 EE 的 一 个 子 集 , 包含 X 的 最 小 子 空间 是 
X 的 元 素 的 线性 组 合 的 集合 已; 称 F 为 久生 成 的 子 空间 . 

如 果 五 是 一 个 e.v.t, 命题 1-5 表明 下 的 附着 集 五 也 是 瓦 的 向 量子 空间 ; 把 玉 
称 为 由 X 生成 的 五 的 闭 子 空间 . 

当 五 = 时, 即 FF 在望 内 处 处 稠密 时 , 则 说 X 在 五 内 是 完全 的 . 换 名 话说， 
XX 在 马 内 是 完全 的 , 如 果 对 于 所 有 x € EE, 在 x 的 所 有 邻 域内 存在 互 的 点 , 这 些 点 
是 X 的 元 素 的 线性 组 合 . 

比如 , 的 所 有 基 是 E 的 完全 子 集 ; 但 是 有 必要 指出 有 可 能 一 个 集合 是 完全 的 ， 
却 不 因此 生成 E. 例如 , 在 多 ([0,1], 耻 ) 内 , 单项 式 刀 的 集合 X 生成 多 项 式 向 量 空间 
下 , 它 不 同 于 (|0, 1], R), 但 是 根据 Stone-Weierstrass 定理 在 后 一 空间 内 是 处 处 稠密 
的 . 我 们 还 将 遇 到 其 他 完全 集合 的 例子 , 特别 是 在 Hilbert 空间 的 研究 中 . 


82. 关联 于 半 范 数 族 的 拓扑 
在 第 一 章 第 22 节 研 究 过 的 函数 空间 的 拓扑 曾经 或 由 距离 或 更 一 般 地 由 拟 距离 
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定义 . 当 涉 及 赋 以 向 量 结构 的 空间 时 , 就 得 要 求 这 些 距离 或 拟 距 离 跟 这 些 空间 的 向 量 
结构 在 明确 的 意义 下 是 相 容 的 . 这 就 引导 我 们 得 到 半 范 数 的 重要 概念 , 并 且 进 而 着 
手 研究 由 范 数 , 半 范 数 或 半 范 数 族 定义 的 拓扑 . 


定义 2-1 设 马 是 数 域 区 上 的 向 量 空间 . 称 从 三 到 民 的 所 有 满足 下 列 条 件 的 
映射 p 为 半 范 数 

Si: 对 于 所 有 x Ee E, 有 p(x) > 0; 

S2 对 于 所 有 z CE 忆 和 所 有 入 E 区 ,有 p( 和 Xz) = | 和 AIp(2); 

Ss 对 于 所 有 ZW EE, 有 p(X+Y) < p(7) + pW). 

此 外 , 如 果 对 于 所 有 z 关 O, 有 p(z) 天 0, 我 们 说 p 是 一 个 范 数 . 


当 研 究 一 个 明确 定义 了 的 半 范 数 时 , 通常 把 p(z) 记 做 ||zl|. 

例 2-2 如果 f 表示 已 上 的 一 个 线性 型 , 则 |f| 是 上 的 一 个 半 范 数 ; 事实 上 ， 
我 们 有 

f| >0; [fz)| = 1Af(7)| = | Ac) 
以 及 
(f(z + = 17(7z) + FD) < IF(2)| + |f (WW.. 

为 使 这 个 半 范 数 是 一 个 范 数 , 必须 f(z) 仅 当 z = 0 时 为 0, 从 而 必须 仅 当 王 的 

维 数 是 1 时 ; 反之 , 如 果 五 的 维 数 是 1, 并 且 f 和 0, 则 |f| 必然 是 一 个 范 数 . 


由 定义 直接 得 到 的 性 质 和 运算 2-3 1。 对 于 互 上 的 所 有 半 范 数 , p(O) = 0. 

2° 在 复数 域 C 上 的 向 量 空间 BB 上 的 所 有 半 范 数 , 也 是 看 作 及 上 的 向 量 空 间 E 
上 的 一 个 半 范 数 . 一 个 特殊 的 推论 是 , p 既然 是 次 可 加 的 和 正 齐 次 的 , 故 在 上 是 凸 
的 (参见 第 二 章 , 命题 19-6). 

这 里 给 出 几 个 运算 , 通过 这 些 运算 , 可 以 从 其 他 半 范 数 出 发 产生 出 新 的 半 范 数 ; 
它们 十 分 类 似 于 我 们 研究 拟 范 数 时 所 研究 过 的 那些 运算 . 

3° 半 范 数 的 正 的 线性 组 合 ( 即 系数 大 于 等 于 0 的 线性 组 合 ) 仍然 是 半 范 数 . 特 
别 地 , 范 数 的 有 限 和 还 是 范 数 . 

比如 , 在 C" 里 , 函数 x 一 坐标 x; 是 一 个 线性 型 , 故 |zi| 是 一 个 半 范 数 ; 从 而 
|zi| 是 半 范 数 , 而 后 者 仅 当 xz = O 时 为 零 , 故 是 范 数 . 


4° 所 有 半 范 数 的 (处 处 有 限 的 ) 极限 是 一 个 半 范 数 . 
5° 对 于 所 有 半 范 数 的 族 (p;), 如 果 其 上 包 络 p 是 处 处 有 限 的 , 则 p 是 半 范 数 . 
事实 上 , p 显然 满足 S; 和 Ss ; 此 外 , 对 于 所 有 i 

Di(Z 二 2 所 Pi(Z) 十 Pi 乏 P(Z) + p(y), 


由 此 得 
p(T +Y) = suppi(z +Yy) < p(x) + p(y). 
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比如 , 设 多 (4, 区 ) 是 从 集合 4 到 KK 内 的 有 界 映 射 的 向 量 空间 . 对 于 所 有 a € 4， 
从 多 (4, 民 ) 到 区 内 的 映射 一 f(a) 是 线性 的 ; 于 是 根据 例 2-2, 映射 po : f 一 |f(a)| 
是 一 个 半 范 数 . 

设 和 是 4 的 任意 一 个 非 空子 集 ; 由 于 所 有 je (4,) 是 有 界 的 , 函数 supp 
是 有 限 的 ; 故 这 是 一 个 半 范 数 ; 称 它 为 X 上 的 一 致 收敛 半 范 数 . 

6° 设 妃 和 尺 是 同一 个 数 域 K 上 的 两 个 向 量 空间 , wp 是 从 万 到 内 的 线性 映 
射 , 而 p 是 下 上 的 半 范 数 ; 则 pe 是 巨 上 的 一 个 半 范 数 ; 它 的 验证 是 直截了当 的 . 

例 2-2 是 这 个 过 程 的 特例 ; 还 有 男 一 个 例子 : 设 三 , Fy 是 KK 上 的 两 个 向 量 空间 ， 
而 pi 是 态 上 的 半 范 数 ; 那么 定义 在 肪 x 2 上 的 函数 (zx1, za) 一 pi(z1) 是 记 x 书 
上 的 一 个 半 范 数 . 

7° 最 后 是 与 在 第 一 章 , 15-2 中 6° 研究 过 的 对 于 拟 距离 的 运算 类 似 的 运算 : 

设 (pi1,p2,… ,pn) 是 向 量 空间 EE 上 的 半 范 数 的 一 个 有 限 序列 , 而 yp 是 一 个 从 
R% 到 了 + 的 递增 的 凸 的 和 正 齐 次 的 映射 . 

那么 函数 p(pi1,p2,… ,pn) 是 互 上 的 一 个 半 范 数 : 性 质 S1 是 显然 的 ; S> 由 wo 的 
正 齐 次 性 得 到 ; 而 Ss 由 wp 的 递增 性 和 次 可 加 性 推 得 . 

例如 , 对 于 所 有 的 数 a > 1,( 洒 p?)"? 是 一 个 半 范 数 . 


与 半 范 数 关 联 的 拟 距 离 2-4” 设 巨 是 赋 以 了 半 范 数 p 的 一 个 向 量 空间 ; 对 z,y e 


d(x,y) = p(z — Y). 


直接 就 得 到 

1° d(z,y)>0 和 d(x,7x) =0; 

2° 因为 p(z --y) = p(y -72), 故 d(x,y) = d(y, 2); 
3° d(x,y) < d(x, z) + d(z, y). 


事实 上 , 这 个 不 等 式 可 以 改写 为 


p(T —Y) < p(x —2z)+p(z— 2), 
而 
(z—Y)=(7—2z)+(z—) 
从 而 不 等 式 由 Ss 得 到 . 


这 三 个 性 质 表明 4 是 EB 上 的 一 个 拟 距 离 ; 显然 这 个 拟 距 离 对 于 平移 是 不 变 的 ， 
更 一 般 地 , 伸缩 映射 x 一 az + 对 拟 距 离 乘 以 |al. 

这 个 拟 距 离 是 有 限 的 ; 为 使 它 是 一 个 距离 , 只 需 p(z -y) = 0 蕴涵 zy = 0, 换 
言 之 , B 的 半 范 数 是 范 数 . 
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与 半 范 数 关联 的 球 2-5 保持 前 面 的 记号 . 称 EE 的 满足 关系 d(a,z) <p 的 点 z 
的 集合 B(a, p) 为 半径 为 p 中 心 为 a 的 p 开 球 (其 中 a e 五, 而 p > 0); 以 同样 的 方 
式 定义 p 闭 球 , 只 需 把 符号 < 换 为 <. 称 B(O,1) 为 p 单位 球 . 

显然 伸缩 映射 z 一 az + 变换 B(O,p) 为 B(b, |alp); 于 是 可 以 只 限于 研究 中 心 
为 O 的 球 . 


命题 2-6 1° 所 有 中 心 为 O 的 p 开 球 是 一 个 凸 集 , 并 且 对 于 每 个 等 距 z 一 ax 
是 稳定 的 , 其 中 |a| = 1. 
2。 为 使 p 是 一 个 范 数 , 必须 且 只 需 B(O,p) 不 包含 任何 1 维 向 量子 空间 . 


证 明 1° 由 于 p 是 凸 的 , 使 得 p(x) < p 的 点 x 的 集合 B(O,p) 是 凸 集 (第 二 章 ， 
命题 19-3). 

关系 p(az) = |alp(z) 表明 如 果 |a| = 1 相似 变换 z 一 az 是 从 B(O,p) 到 自身 
的 双 射 等 距 . 

2° 如 果 在 EE 内 存在 a 关 0, 使 得 p(a) = 0, 所 有 的 点 Aa 缘 属 于 B(O,p); 反之 ， 
如 果 p(a) 关 0, 则 存在 和 , 使 得 Aa ¢ B(O,p), 比如 入 = 2p/p(a). 口 


对 于 半径 p > 0 的 闭 球 有 同样 的 断言 . 
最 后 注意 闭 球 B(O,0) 是 五 的 一 个 向 量子 空间 , 它 仅 当 p 是 范 数 时 退缩 为 {0}. 


与 半 范 数 族 关联 的 球 2-7 在 第 一 章 , 第 16 节 , 我 们 曾经 定义 与 E 的 任意 集合 
上 的 距离 关联 的 拓扑 . 于 是 如 果 是 赋 以 了 范 数 的 向 量 空间 , 那么 与 这 个 范 数 关联 
的 距离 在 EE 上 定义 一 个 拓扑 . 在 4,5,6 各 节 , 我 们 将 详尽 研究 这 样 的 拓扑 ; 目前 我 们 
将 以 更 一 般 的 方式 , 定义 与 向 量 空间 上 的 一 个 半 范 数 族 关联 的 拓扑 . 

设 EE 是 一 个 向 量 空 间 , 而 多 = (pijier 是 BB 上 的 半 范 数 的 一 个 有 限 或 无 限 的 
族 . 用 Bi(a,p) 表示 半径 为 p 中 心 为 a 的 pi 开 球 . 

称 所 有 中 心 为 a 的 pi 开 球 的 有 限 交 集 为 中 心 为 a 的 多 开 球 (两 个 中 心 为 a 的 
多 开 球 的 交集 还 是 中 心 为 a 的 多 开 球 ). 

考虑 多 的 元 素 是 一 个 半 范 数 p 的 倍数 Xp (其 中 入 > 0) 这 个 特殊 情形 , 就 会 明 
白 不 能 谈论 一 个 多 球 的 半径 . 


多 拓扑 的 定义 ”现在 说 EE 的 一 个 子 集 X 是 “ 开 集 ”, 如 果 或 者 X = 2 或 者 
对 于 所 有 z e X, 存在 包含 于 X 中 的 一 个 中 心 为 z 的 多 开 球 . 
显然 这 些 “ 开 集 ” 满 足 拓扑 空间 的 公理 01, 02, 0s; 于 是 可 以 给 出 下 列 定 义 : 


定义 2-8 设 妃 是 一 个 向 量 空间 , 而 多 是 驻 上 的 半 范 数 的 任意 一 个 族 . 称 万 
上 的 这 样 的 拓扑 为 多 拓扑 或 与 多 族 关 联 的 拓扑 , 如 果 该 拓扑 的 开 集 是 这 样 的 集合 
天, 它 的 所 有 的 点 是 一 个 包含 于 针 的 多 开 球 的 中 心 . 


我 们 指出 , 对 于 这 个 拓扑 , 所 有 p; 开 球 是 一 个 开 集 ; 事实 上 , 设 ze Bi(a,p); 开 
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球 Bi(x,e) 包含 于 Bi(a,p), 其 中 =p 一 pi(a 一 27), 这 是 因为 
Pi(T —Y) <p— pi(a— 7) 
蕴涵 
Pila—Yy) pia—7)+pi(t—Yy) <p. 

根据 公理 O>, 由 此 推导 出 所 有 多 开 球 是 一 个 开 集 ; 根据 公理 01, 所 有 多 球 并 
集 是 一 个 开 集 . 

反之 , 开 集 的 定义 蕴涵 所 有 开 集 是 球 的 并 集 . 于 是 忆 的 开 集 和 多 开 球 的 并 
集 之 间 等 同 . 

多 拓扑 的 定义 表明 点 a 的 所 有 邻 域 包含 一 个 中 心 为 a 的 多 开 球 ; 于 是 互 的 
所 有 点 a 有 中 心 为 a 的 多 开 球 组 成 的 邻 域 基 , 这 就 是 形式 如 a + B 的 集合 , 其 中 
B 是 中 心 为 0 的 多 开 球 . 

命题 2-9 向 量 空间 媚 上 的 所 有 多 拓扑 同 马 的 向 量 空间 的 结构 是 相 容 的 . 

证 明 我 们 要 验证 命题 1-2 的 条 件 1*, 2°, 3°, 4°; 为 此 用 B 表示 中 心 为 O 的 任 
意 多 开 球 . 

1° 对 于 所 有 a,be EB, 球 a+3B 和 5+3B 是 oa 和 的 邻 域 , 考虑 到 B 的 凸 性 ， 
我 们 有 : 


(e+ 33) (2+38) (a+b)+3(B+B) c (a+b)+B, 
由 此 得 到 映射 (zx,y) 一 (z 十 在 点 (a,5) 的 连续 性 . 
2° 如 果 B= NN Bi(0, ps), 条 件 Aa e B 表示 成 
i€ 
| 和 lpi(a) < pi:， 对 于 所 有 i e J 于 是 | < inf (pipi(a) 一 ) . 


即 | 和 | < ,其 中 >0. 

3° 如 果 a = 0, 条 件 az e B 对 于 所 有 xz 满足 ; 如 果 a 大 0, 条 件 az e B 改写 为 
ZT Ea- 1B, 而 a-1B 必然 是 O 的 邻 域 . 

4° 一旦 || <1 和 ze B, 条件 Mz e B 就 满足 . 口 


滤 子 基 的 收敛 准则 ”在 一 个 距离 空间 EE 里 , 我 们 说 EE 的 点 的 一 个 序列 (za) 收 
全 到 五 的 一 个 点 a, 等 价 于 说 
lim dla, zn) = 0; 


在 瑟 是 一 个 赋 范 空间 并 且 赋 以 了 与 它 的 范 数 p 关联 的 距离 的 特殊 情形 下 , 这 个 条 件 
改写 为 


lim p(a — zn) = 0. 
NO0 


我 们 将 会 看 到 这 个 条 件 以 简单 的 方式 推广 到 多 拓扑 . 
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命题 2-10 设 罗 是 赋 以 了 多 拓扑 的 向 量 空间 百 的 一 个 滤 子 基 . 则 多 收敛 到 
轧 的 一 个 点 a 等 价 于 对 于 所 有 p e 多 , 有 lim p(z —a)=0. 


证 明 一 方面 , 中 心 为 a 的 多 开 球 构成 a 的 一 个 邻 域 基 , 故 多 收敛 于 a 等 价 
于 : 对 于 中 心 为 a 的 所 有 多 开 球 B, 存在 一 个 X e 多 , 包含 于 B 内 . 

另 一 方面 ， lim p(z — a) =0 等 价 于 对 于 所 有 e > 0, 存在 Xe 多 , 包含 于 球 
{xz:p(z—a) <e}. 

于 是 对 于 所 有 pe 多, ligm p(z-o) = 0, 等 价 于 对 于 所 有 形式 如 {2 : pi(z-o) < ei} 
的 球 的 有 限 族 , 存在 一 个 Xe 多 , 包含 于 它们 中 的 每 一 个 , 从 而 包含 于 它们 的 交集 . 
由 于 所 有 中 心 为 a 的 多 开 球 都 是 这 样 的 交集 , 这 就 必然 保证 了 所 断言 的 等 价 性 . 口 


例 2-11 设 (f;) 是 向 量 空间 EB 上 的 一 族 线性 型 ; 半 范 数 | 户 | 族 定义 上 的 一 
个 多 拓扑 , 称 之 为 关联 于 线性 型 族 f; 的 弱 拓 扑 . 如 果 多 是 上 的 一 个 滤 子 基 , 那 
么 以 下 两 个 说 法 是 等 价 的 : 


lim jz-oO=0 以 及 了 姥 Ipc-ol=0 


于 是 根据 命题 2-10, 多 对 于 关联 于 线性 型 f; 的 弱 拓 扑 收敛 于 a, 等 价 于 : 对 于 
所 有 访 
lm fi(z-o)=0， 或 lyfi(z) = f(0). 


命题 2-12 (线性 型 的 连续 性 准则 ) 设 巨 是 赋 以 了 多 拓扑 的 向 量 空间 . 则 蕊 
上 的 线性 型 f 是 连续 的 , 等 价 于 存在 多 的 一 个 有 限 子 族 (pijicy 和 一 个 常数 有 > 0， 
使 得 
|f| < k sup (pi). 
i€J 


证 明 1° 上 述 关系 蕴涵 在 开 球 {2 : pi(z) < 1jiey 的 交集 上 有 |f(z)| < &. 于 是 
根据 命题 1-9,f 是 连续 的 . 

2° 反之 , 如 果 f 是 连续 的 , 则 存在 中 心 为 O 的 多 开 球 B, 使 得 在 这 个 开 球 上 
有 |f(z)| <1. 

对 于 所 有 x € E, 存在 一 个 入 > 0, 使 得 ze AB; 而 对 于 这 样 的 入 有 |f (zx)| < 入 . 

而 B 有 形式 

B= 门 {fz : Di(Z) < ei}. 
i€J 


对 于 所 有 入 > 0, 只 要 mi(z) < Xei (其 中 ie J), 即 只 要 
对 于 所 有 ie J， eripi(z) < 入 
就 有 |f(z)| < 入. 
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由 此 推导 出 
|f(z)| < sup (ei pi(z))， 


故 Iflgk sup(pi), (其 中 = supe7). 口 


连续 线性 型 的 存在 性 2-13 ”到 目前 为 止 , 我 们 还 没有 任何 手段 证 明 : 在 赋 以 多 
拓扑 的 向 量 空间 上 , 存在 不 恒 等 于 零 的 连续 线性 型 . 在 习题 11 至 16 题 中 将 借助 强 
有 力 的 Hahn-Banach 定理 找到 这 个 存在 性 的 证 明 . 


子 空间 2-14 设 马 是 一 个 向 量 空间 , 而 F 是 B 的 向 量子 空间 . 对 于 上 的 
所 有 半 范 数 p, p 在 Ff 上 的 迹 ( 即 p 在 上 的 限制 ) 是 f 上 的 半 范 数 g; 对 于 所 有 
a € 王 , 中 心 为 a 半径 为 p 的 p 开 球 在 上 的 迹 ( 即 与 该 球 的 交集 ) 是 中 心 为 a 
半径 为 p 的 9 开 球 . 

于 是 对 于 EB 上 的 半 范 数 的 所 有 的 族 (pi), 关联 于 族 (zi) 的 拓扑 在 Ff 上 的 迹 等 
同 于 Ff 上 的 关联 于 p; 的 迹 的 族 (g;) 的 拓扑 . 


乘积 空间 2-15 设 EE,F 是 同一 个 数 域 K 上 的 向 量 空间 , 而 (pi), (qi) 分 别 是 
EB 和 上 的 半 范 数 的 两 个 族 . 空间 E 和 下 赋 以 了 对 应 的 多 拓扑 . 于 是 乘积 空间 
忆 x FF 同时 赋 以 了 向 量 空间 结构 和 一 个 作为 B 和 FF 的 拓扑 的 乘积 的 拓扑 结构 ( 参 
见 第 一 章 , 第 20 节 ). 

此 外 , 函数 (z,y) 一 pi(z) 和 (x,y) 一 qj(y) 构成 BE x F 上 的 一 个 半 范 数 族 ( 参 
见 2-3 中 6°), 从 而 一 个 多 拓扑 与 它 关联 . 我 们 将 发 现 这 个 多 拓扑 跟 EE 和 下 的 拓 
扑 乘积 等 同 . 

事实 上 , 关联 于 EB x FF 上 的 半 范 数 的 中 心 为 O 的 开 球 是 形式 如 {(z,y) : mi(z) < 
ei} 或 {(zx,y) : q;(y) < 6;} 的 开 球 的 有 限 交 集 ; 换 句 话说 , 这 些 球 仅 是 中 心 为 O 的 马 
的 开 球 和 中 心 为 O 的 下 的 开 球 的 乘积 . 由 于 这 些 乘积 构成 O 对 于 乘积 拓扑 的 邻 域 
的 一 个 基 , 所 断言 的 等 同性 随 之 得 证 . 

这 个 结果 显然 可 以 推广 到 向 量 空 间 的 所 有 有 限 乘积 . 


命题 2-16 (分 离 性 准则 ) 为 了 使 向 量 空间 轧 上 的 多 拓扑 是 分 离 的 , 必须 且 只 
需 对 于 马 的 所 有 工交 ,存在 一 个 半 范 数 p e 多 ,使 得 p(x) 取 0. 


证 明 1° 如 果 存 在 x 六 O, 使 得 对 于 所 有 pe 多 有 p(z) = 0, 则 所 有 中 心 为 O 
的 多 开 球 含有 z, 故 点 O 跟 z 不 能 用 两 个 不 交 的 开 集 分 离 . 

2° 现在 假定 对 于 EB 的 所 有 的 点 x 关 0, 存在 一 p e 多, 使 得 p(z) 关 0; 那么 对 
于 p= #p(z),p 开 球 B(O,p) 和 B(z,p) 是 不 交 的 , 于 是 O 和 z 被 两 个 开 集 分 离 . 

更 一 般 地 , 任意 两 个 不 同 的 点 有 形式 y,y + x, 其 中 z 六 0, 于 是 沿用 前 面 的 记 
号 ,p 开 球 B(y,p) 和 B((y +z),p) 分 离 这 两 个 点 . 口 


命题 2-17 (可 度量 化 的 多 拓扑) 设 用 是 媚 上 的 半 范 数 的 有 限 或 可 数 族 . 
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1° 如 果 多 是 有 限 的 , 则 与 半 范 数 


sup pi, (7) SDI2 
任何 一 个 关联 的 拓扑 等 同 于 多 拓扑 . 
2°? 如 果 儿 = (pn)neN, 则 多 拓扑 等 同 于 媚 上 的 关联 于 拟 范 数 


d(x,y) = 2 (z 一 Y)， 其 中 ph = inf(1,pn) 


的 拓扑 . 
证 明 1? 设 史 有 > 个 元 素 , 我 们 有 


suppi < (Sm) 入 >》 pi < rsupps. 
于 是 关联 于 三 个 半 范 数 的 拟 距 离 在 E 上 定义 同样 的 拓扑 (第 一 章 , 命题 16-10). 
男 外 , 五 的 球 门 Bi(O,s) 构成 O 的 邻 域 基 ; 而 一 个 这 样 的 球 只 不 过 是 关联 于 半 
范 数 p = supps 的 半径 为 e 的 球 ; 故 多 拓扑 等 于 p 拓扑 . 
2 


dg 人 = >》 2-"pf(Z 一 切 . 


ngr 
关系 d(x,y) <e 蕴涵 d;(z,y) < s; 故 中 心 为 O 半径 为 e 的 d; 球 包含 同样 中 心 
和 同样 半径 的 d 球 . 
反之 , 关系 d(x,y) < je 药酒 


d(x,y) < 3 十 yan, 
7 十 1 
故 半径 为 < 的 di 球 包含 半径 为 3e 的 d; 球 , 只 要 ec2r-1 > 1. 
而 对 于 多 拓扑 , 中 心 为 O 的 d; 开 球 构成 O 的 邻 域 基 , 这 是 因为 对 于 所 有 7， 
关联 于 qd; 的 拓扑 和 关联 于 2 pn 的 拓扑 是 等 同 的 ; 由 此 得 到 要 验证 的 等 同性 . 口 


最 后 我 们 注意 到 4 不 是 关联 于 一 个 半 范 数 的 拟 距 离 , 这 是 由 于 d 是 有 界 的 . 即 
使 改变 证 明 的 模式 , 也 得 不 到 这 样 的 半 范 数 , 因为 确实 存在 由 半 范 数 的 可 数 族 定义 
的 多 拓扑 , 不 能 用 一 个 半 范 数 定 义 (参见 习题 的 17 题 ). 


推论 2-18 如 果 多 是 有 限 的 或 者 可 数 的 , 并 且 多 拓扑 是 分 离 的 , 则 这 个 拓扑 
是 可 距离 化 的 . 

事实 上 , 我 们 刚刚 看 到 在 这 两 个 条 件 之 下 , 多 拓扑 由 一 个 拟 距 离 定义 ; 如 果 它 是 
分 离 的 , 则 这 个 拟 距 离 就 是 距离 . 


多 拓扑 的 作用 2-19 存在 拓扑 向 量 空间 , 其 拓扑 不 是 多 拓扑 (参见 习题 的 3 
题 ), 但 是 这 样 的 拓扑 到 目前 还 没有 在 分 析 中 发 挥 任何 作用 . 
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事实 上 , 一 方面 , 具有 多 拓扑 的 拓扑 向 量 空 间 对 于 分 析 的 大 部 分 需要 应 付 裕 如 ; 
男 一 方面 , 这 是 仅 有 的 已 知 的 拓扑 向 量 空间 类 , 在 里 面 能 够 建立 内 容 丰 富 和 应 用 广 
泛 的 定理 . 

赋 以 多 拓扑 的 向 量 空间 经 常 叫 做 局 部 凸 空间 , 这 是 因为 在 这 样 的 空间 里 , 点 O 
有 一 个 凸 邻 域 基 ; 并 且 , 反之 , 可 以 证 明 所 有 e.t.v 的 拓扑 如 果 具 有 这 个 性 质 , 都 是 一 
个 多 拓扑. 


§3. 拓扑 向 量 空间 的 经 典 实例 


现在 我 们 要 研究 几 类 经 典 的 拓扑 向 量 空间 ; 这 些 都 是 赋 以 多 拓扑 的 空间 ; 换 句 
话说 , 在 每 种 情形 涉及 的 都 是 定义 与 对 象 匹 配 的 半 范 数 族 , 以 彰显 该 对 象 . 

3-1 作为 回忆 , 我 们 再 次 提起 从 任意 集合 X 到 区 内 的 有 界 映 射 的 向 量 空间 
多 (X, 民 ), 给 它 赋 以 一 致 收敛 范 数 

| = suplf (z)|. 
EX 

当 X 是 一 个 紧 致 拓扑 空间 时 , 连续 函数 的 空间 多 (X,K) 是 多 (X, 区) 的 特别 重 

要 的 子 空间 . 


3-2 YZ"([0,1], 民 ) 是 从 [0,1] 到 K 内 的 映射 的 空间 , 这 些 映 射 具有 直到 " (这 里 
re N) 阶 的 连续 导数 . 在 这 个 空间 里 , 我 们 定义 对 于 阶 数 小 于 等 于 的 每 个 导数 一 
致 收敛 的 拓扑 , 为 此 给 这 个 空间 赋 以 下 列 半 范 数 p; 的 族 : 


pi(f) 二 f°)), 其 中 $= 0,1,.… ) 
根据 命题 2-16, 这 个 拓扑 还 可 以 用 单独 一 个 范 数 定义 : 
p(f) = Dpi(f). 
0 


同样 对 于 从 方块 [0,1]" 到 KK 的 有 直到 r 阶 的 所 有 连续 偏 导数 的 映射 的 空间 
%"([0, 1]", 区), 用 下 列 半 范 数 定义 其 拓扑 : 
pi(f) = sup|D’f(O). 
其 中 Di 是 总 阶 数 |i| < r 的 单个 导数 . 
注意 如 果 + = 0, 则 空间 多 "([0, 1]", 区) 跟 多 ([0, 1]", 区 ) 等 同 . 


3-3 用 多 %([0,1]", 民 ) 表示 定义 在 [0,1]* 上 在 K 取 值 的 无 穷 次 可 导 函 数 的 空 
间 , 给 它 赋 以 在 3-2 定义 的 半 范 数 . 
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根据 命题 2-16, 跟 这 个 半 范 数 族 关联 的 拓扑 可 以 用 一 个 距离 定义 ; 不 过 为 了 验证 
一 个 滤 子 基 的 收敛 性 , 应 用 命题 2-10 指出 的 准则 比 用 这 个 距离 要 简单 和 直观 得 多 . 


3-4 这 里 是 一 族 与 前 面 类 似 的 空间 : 设 K 是 R" 的 一 个 紧 致 集 ; 用 Bx(R", KK) 
表示 从 R" 到 K 的 映射 的 空间 , 这 些 映射 有 直到 ” 阶 的 连续 偏 导数 , 而 在 紧 致 集 天 
之 外 为 零 , 当 不 致 引起 混淆 时 这 个 空间 可 以 更 简单 地 记 做 98 

跟 3-2 一 样 , 给 这 个 空间 赋 以 下 列 半 范 数 : 


pi(f) = sup ID'FO). 
用 类 似 的 方式 定义 空间 98([0, 1]", K). 
3-5 设 p 是 一 个 大 于 等 于 1 的 实数 ; 对 于 KK 的 元 素 的 所 有 无 穷 序 列 z = (zi)， 


lzll? = > lzil? 
1 


用 


定义 有 限 或 无 穷 正 数 jjzl|. 
由 Minkowski 不 等 式 (第 二 章 , 20-7) 推导 出 : 


i 1/p 2 1/p 这 1/p 
( lw tup | < (> a + (> wp) < lzll + llyll, 
0 0 0 


由 此 得 到 
lz + yll < zl + llyll. 

从 这 个 不 等 式 和 显然 的 关系 Xzl| = | 和 | :zl 得 知 使 得 ||zl| < ee 的 z 的 集合 是 
一 个 回 量 空间 , 并 且 ||zl| 是 这 个 空间 上 的 一 个 半 范 数 ; 此 外 仅 当 对 于 每 个 i,x; = 0 时 
lzl| 是 零 , 故 |z|| 是 这 个 空间 上 的 一 个 范 数 . 

用 /2 表示 赋 以 此 范 数 的 这 个 ( 实 或 复 的 ) 空间 . 特殊 的 , 空间 1 可 以 等 同 于 绝 
对 收敛 级 数 的 空间 ; 至 于 /2, 当 研究 Hilbert 空间 时 还 会 碰 到 . 在 8-9 将 证 明 这 个 空 
间 对 于 关联 于 它们 的 范 数 的 度量 是 完备 的 . 

3-6 这 里 是 一 个 重要 的 空间 , 仅 当 我 们 懂得 积分 理论 后 才能 在 最 一 般 的 形式 下 
定义 它 . 

仍然 设 p 是 一 个 大 于 等 于 1 的 实数 ; 对 于 所 有 je %([0, 1],K) 由 


1 
flP = [ If (0) Pat 


定义 正 实数 | 
对 于 [0,1] 的 点 的 所 有 有 限 递增 序列 o = (#1, 刀 ,… , 刀 )( 硬 二 0, 刀 二 了 ,由 


Ifl = >》 (tr — ta)|f (ti)P 


2 
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定义 fl。. Minkowski 不 等 式 表明 | + gls < flls + llgll. 

当 o 的 模 (参见 第 一 章 , 24-6) 趋 于 0 时 , fs 趋 于 |fll; 由 此 推导 出 |f +gl| < 
[f+ ol， 

这 个 不 等 式 结合 Af = II 和 | 仅 当 f = O 时 为 零 的 事实 , 表明 | 
是 (0, 1], 民 ) 的 一 个 范 数 ; 当 p = 1 时 , 称 它 为 平均 收敛 范 数 ; 对 于 p = 2, 称 它 为 均 
方 收敛 范 数 . 


现在 我 们 开始 讨论 以 下 两 个 例子 中 的 在 所 有 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 拓扑 . 


3-7 设 久 是 一 个 分 离 拓扑 空间 ; 对 于 所 有 紧 致 子 集 K Cc X, 所 有 f € 多 (X 开 ) 
在 KK 上 是 有 界 的 ; 故 如 果 令 


pxr(f)= suplf (2)|, 
EK 


那么 pk 是 (X, 民 ) 上 的 一 个 半 范 数 . 由 px 的 族 定义 的 B(X, 民 ) 的 多 拓扑 称 为 在 
所 有 紧 致 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 (更 简短 地 称 为 紧 致 一 致 收敛 拓扑 ). 对 于 所 有 f 关上 0， 
存在 一 个 紧 致 集 K 使 得 pg (17) 关 0, 故 这 个 拓扑 是 分 离 的 . 

根据 命题 2-10, 如 果 (fi)ier 是 多 (X, 民 ) 的 元 素 的 一 个 族 , 而 多 是 7 上 的 一 
个 滤 子 基 , 那么 对 于 这 个 拓扑 , fi 沿 滤 子 基 多 收敛 到 f, 意味 着 对 于 所 有 紧 致 子 集 
玉 CX, 广 在 天 上 一 致 收敛 到 六 

用 (px) 的 一 个 定义 同样 拓扑 的 子 族 代替 它 经 常会 带 来 方便 : 如 果 (K;) 表示 X 
的 一 个 吸收 紧 致 族 , 其 意思 是 每 个 紧 致 集 K 包含 于 一 个 K; 内 , 容易 验证 族 px 和 
px 定义 同一 拓扑 . 

对 于 多 (X 开 ) 的 所 有 向 量子 空间 EE, 多 (X, 区 ) 的 拓扑 在 上 的 迹 也 称 为 紧 致 一 
致 收敛 拓扑 . 

比如 , 设 D 是 C" 的 一 个 区 域 (连通 开 集 ), 而 .办 (D) 是 D 上 的 全 纯 函 数 空间 @. 
5(D) 上 的 最 有 用 的 拓扑 是 在 所 有 紧 致 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 ; 由 在 D 内 存在 紧 致 集 
的 吸收 的 和 可 数 的 族 的 事实 得 到 . 知 (D) 的 拓扑 可 以 用 一 族 可 数 拟 距离 定义 ; 由 于 这 
个 拓扑 是 分 离 的 , 它 是 可 度量 化 的 (参见 命题 2-16). 


3-8 设 4 是 R" 的 一 个 开 集 , 而 > 是 一 个 大 于 等 于 0 的 整数 ; 用 8"(4, 区) 表 
示 (Ah, 区 ) 的 由 具有 直到 ” 阶 的 连续 偏 导数 的 函数 组 成 的 子 空间 . 
对 于 所 有 紧 致 集 KC A 和 所 有 总 阶 数 |i| 和 的 单个 导数 Di, 令 


pKii(f) = sup|D’ f(t)|. 
t€EK 


由 半 范 数 pk,i 的 族 在 8"(A, 民 ) 上 定义 的 拓扑 称 为 对 于 阶 数 小 于 等 于 ” 的 所 有 导数 
一 致 收敛 的 拓扑 . 


@ 四 从 万 到 C 的 一 个 映射 称 为 全 纯 的 , 如 果 在 D 的 所 有 点 (ai) 的 一 个 邻 域内 , f 等 于 对 于 变量 
(zi 一 i)(i 二 1,2,:… ,mn) 的 绝对 收敛 的 整 次 震级 数 的 和 . 
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跟前 面 的 例子 一 样 , 可 以 要 求 K 属于 一 个 可 数 的 和 吸收 的 族 , 这 样 Cr(4, 开 ) 的 
拓扑 就 是 可 度量 化 的 . 
用 类 似 的 方式 定义 Eee(4, 了 ); 它 的 拓扑 也 是 可 度量 化 的 . 


3-9 用 29"(R", 区 ) 表示 多 "(R", 开 ) 的 由 在 一 个 紧 致 集 外 为 零 并 且 具 有 直到 > 
阶 的 连续 偏 导数 的 函数 组 成 的 子 空间 . 

用 如 下 定义 的 半 范 数 pp 定义 这 个 空间 的 拓扑 : 

Di 是 总 阶 数 人 | < 的 一 个 偏 导数 ; p 是 多 (R", 开 ) 的 任意 一 个 元 素 ; 令 


poi(j) = sup lp(t) DF). 
tER™ 


可 以 证 明 , 与 前 面 的 拓扑 相反 , 这 样 定义 的 拓扑 不 是 可 度量 化 的 . 
可 以 用 类 似 的 方式 定义 92~(R",K) 的 拓扑 , 但 是 在 这 个 空间 上 有 用 的 拓扑 应 该 
用 其 他 的 半 范 数 来 定义 . 


现在 举 两 个 弱 拓 扑 的 例子 . 


3-10 ”再 回 到 从 一 个 集合 X 到 K 内 的 映射 的 空间 多 (X, 区 ). 对 于 所 有 a e 成， 
函数 f 一 f(a) 是 一 个 线性 型 ; 在 多 (X,K) 上 的 用 半 范 数 f 一 |f(a)| 定义 的 拓扑 
称 为 X 上 的 简单 收敛 拓扑 . 这 是 一 个 弱 拓 扑 ; 于 是 (参见 例 2-11) 说 一 个 函数 族 下 
( 沿 一 个 滤 子 基 ) 简单 收敛 到 函数 f, 等 价 于 说 对 于 所 有 z e XX, f(x) 在 区 中 收敛 到 
f(z). 


3-11 设 忆 是 一 个 拓扑 向 量 空间 ; 而 B' 是 其 拓扑 对 偶 . EE 上 的 关联 于 线性 型 
1 e E' 的 集合 的 弱 拓 扑 称 为 EB 的 本 义 弱 拓扑 , 或 干脆 简单 地 称 为 EB 的 弱 拓 扑 . 当 对 
于 x € 8,z 关 0, 存在 le EB', 使 得 !(z) 关 0 时 , 换言之 , 当 在 第 二 章 的 定义 12-3 的 
意义 下 , BE 上 的 连续 线性 型 分 离 五 的 点 时 , 这 个 拓扑 是 分 离 的 . 

在 马里 , zx; 弱 收 敛 到 一 个 点 zx, 等 价 于 对 于 所 有 1 e E', !(zi) 收敛 到 1(z). 

在 研究 Hilbert 空间 时 还 会 碰 到 这 个 弱 拓扑 . 

以 类 似 方式 , 一 个 拓扑 向 量 空间 E 的 对 偶 E', 赋 以 关联 于 线性 型 we : ! 一 !(a) 
的 集合 的 弱 拓 扑 非常 有 用 , 其 中 a 是 五 的 任意 的 点 . 

在 5, 30, 32, 59 等 习题 中 将 发 现 不 怎么 经 典 的 拓扑 向 量 空间 的 例子 . 

这 些 拓扑 向 量 空间 的 用 途 ”在 函数 空间 里 精心 选择 的 拓扑 不 仅 有 了 方便 的 语言 ， 
而 且 提 供 了 利用 拓扑 向 量 空间 的 理论 和 概念 的 可 能 性 . 

此 外 , 拓扑 向 量 空间 还 派生 出 由 对 偶 空 间 E' 的 元 素 构成 的 新 数学 对 象 的 定义 . 
以 下 是 两 个 重要 的 例子 . 

3-12 设 X 是 一 个 紧 致 拓扑 空间 ; 赋 以 了 一 致 收敛 拓扑 的 多 (X, 及) 的 对 偶 空间 
的 元 素 称 为 实 Radon 测度 . 
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最 著名 的 Radon 测度 是 [0, 1] 的 Lebesgue 测度 , 它 (对 于 X = [0,1]) 由 下 列 连 
续 线性 型 定义 : 


1 
f -|/ f(t)dt. 
在 研究 积分 时 还 要 回 到 Radon 测度 . 


3-13 9"(R", 民 ) 的 对 偶 的 元 素 称 为 ”> 阶 实 分 布 . 它 是 Schwarz 分 布 的 特殊 情 
形 . 
0 阶 分 布 是 R* 上 的 Radon 测度 . 


II. 赋 范 空间 


赋 范 空间 在 Hilbert 空间 之 后 引入 分 析 , 在 发 展 了 拓扑 向 量 空间 的 一 般 理论 之 
前 , 就 已 经 被 人 们 广泛 研究 , 其 中 尤 以 Banach 贡献 最 大 . 

虽然 在 发 现 关联 于 半 范 数 族 的 拓扑 之 后 , 赋 范 空间 的 重要 性 有 所 减弱 , 它 仍 不 
失 为 一 个 重要 的 工具 , 并 且 它 的 研究 要 相对 简单 . 


84. 关联 于 范 数 的 拓扑 . 连续 线性 映射 


定义 4-1 称 赋 以 了 一 个 范 数 的 任 一 向 量 空 间 五 为 赋 范 空间 . 如 果 一 个 赋 范 空 
间 对 于 与 其 范 数 关联 的 距离 是 完备 的 , 则 称 之 为 Banach 空间 

例如 , 赋 以 了 一 致 收敛 范 数 的 多 ([0, 1], 民 ) 是 一 个 Banach 空间 , 因为 它 是 完备 的 
(第 一 章 , 22-7); 反之 , 赋 以 平均 收敛 范 数 的 同一 个 空间 不 是 完备 的 ( 像 在 第 三 章 14-7 
中 那样 说 明理 由 ). 

我 们 提醒 所 有 的 范 数 有 限 族 的 和 与 上 包 络 仍然 是 一 个 范 数 . 

还 要 提醒 E 上 的 与 一 个 范 数 p 关联 的 距离 由 下 式 定义 : 


d(x,y) = p(x —Y). 
与 这 个 距离 关联 的 拓扑 称 为 赋 范 空间 E 的 拓扑 ; 根据 命题 2-9, 这 个 拓扑 与 巨 
的 回 量 空间 结构 是 相 容 的 ; 我 们 要 重新 证 明 这 个 结果 , 并 且 把 它 精确 化 . 
命题 4-2 设 马 是 区 上 的 一 个 赋 范 空间 . 
1 从 区 x 万 到 忆 内 的 映射 (X,z) 一 Xz 是 连续 的 ; 
2 从 万 x 万 到 己 内 的 映射 (7,y) 一 ZT 十 yy 是 比 为 2 的 Lipschitz 映射 ; 
3° 从 巨 到 民 内 的 映射 z 一 上 zl 是 比 为 1 的 Lipschitz 映射 
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证 明 1° 我 们 有 
A(Mz) = (M+ AN(z+Az) -Mr = AA:T+AAzT+AN. Az, 


由 此 得 到 
IAQDN < IAA: lz) + Pl Azl + AA llAzl， 


于 是 当 |AA| 和 |Az|| 趋 于 0 时 , |A(Az)|| 趋 于 0; 故 得 映射 (和 ,zx) 一 Xz 的 连续 性 . 
不 过 , 这 个 映射 当 王 不 退缩 为 O 时 不 是 一 致 连续 的 ; 事实 上 , 设 妃 内 的 oz 大 0， 

令 z= Xa; 映射 (N A) 一 和 不 是 一 致 连续 的 , 故 映 射 (和 ,7z) 一 入 :Ma = X24 也 不 是 . 
2° 关系 


A(z+Y) = (+Ar)+Yy+AY) -r+Y = Ar+Ay, 
Az + Ayl|l < ||Azl| + z+ Ayll 


表明 映射 (z,y) 一 x+y 是 (对 于 互 x 上 通常 的 范 数 ) 是 比 为 2 的 Lipschitz 映射 . 
3° 关系 x 十 Azl =- zl 川 < 1lAzll 表明 函数 jzl| 是 比 为 1 的 Lipschitz 映射 . 口 


连续 线性 映射 ”在 所 有 赋 范 空间 里 的 原点 有 由 同一 个 球 的 位 似 形 组 成 的 邻 域 基 ， 
这 个 事实 使 得 可 以 简单 地 刻画 从 一 个 赋 范 空间 到 另 一 个 的 连续 线性 映射 的 特征 . 

定理 4-3 设 马 ,FF 是 两 个 赋 范 空间 , 而 f 是 从 万 到 下 内 的 一 个 线性 映射 则 
以 下 三 个 断言 是 等 价 的 : 

1° 是 连续 的 ; 

2" 在 已 的 所 有 有 界 集 上 是 有 界 的 ; 

3。 存在 一 个 常数 > 0, 使 得 对 于 所 有 ze 已 有 


|f (2) < kzll. 


当 这 些 条 件 之 一 满足 时 , 有 是 Lipschitz 映射 


证 明 首先 提醒 : 说 距离 空间 的 一 个 子 集 X 是 有 界 的 , 就 是 说 它 的 直径 是 有 限 
的 ; 在 一 个 赋 范 空间 里 , 这 个 条 件 更 简单 地 诠释 为 X 包含 于 中 心 为 O 的 一 个 球 里 . 

1° 坟 2 了 在 0 的 连续 性 蕴涵 在 EE 内 存在 一 个 球 B(O,p), 使 得 它 在 f 下 的 
像 包含 于 F 的 单位 球 里 . 通过 位 似 变 换 , 中 心 为 O 的 任意 的 球 式 在 f 下 的 像 包含 
于 的 一 个 球 里 ; 从 而 五 的 任意 有 界 集 也 如 此 . 

2° 二 3 五 的 单位 球面 9S = {x :|zll = 1} 是 有 界 的 ; 故 f(5) 是 有 界 的 , 换 句 
话说 , 存在 一 个 常数 大 > 0, 使 得 


对 于 所 有 zx e 9， |f Co) < k= kllzll. 
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而 EB 的 所 有 的 点 y 有 形式 Xz, 其 中 ze 5, 而 和 > 0; 关系 和 f(x) < Alz|| 可 
以 写成 
对 于 所 有 y e EE | (WH < xllyll. 
3° 二 1 事实 上 ,f(z) < klzl| 蕴涵 
| (2) — FO = fw oo)) < kllw 一 可 
故 f 是 比 为 的 Lipschitz 映射, 从 而 也 是 连续 映射 . 口 


等 价 范 数 ”在 第 一 章 的 第 16 节 我 们 曾经 看 到 同一 个 拓扑 可 以 定义 两 个 不 等 价 
的 距离 d1, dz, 其 含义 是 di(z,y) 和 dz(z,y) 不 同时 趋 于 0; 我 们 将 看 到 这 个 奇异 性 对 
于 关联 于 范 数 的 距离 不 会 发 生 . 


定义 4.4 说 向 量 空间 妃 上 的 两 个 范 数 是 等 价 的 , 如 果 关 联 于 这 些 范 数 的 拓扑 
是 等 同 的 . 


这 显然 是 一 个 等 价 关系 , 把 它 记 做 ~. 
命题 4-5 设 pi,p2 是 向 量 空间 轧 上 的 两 个 范 数 . 则 
(pl ~~ p2) 全 (3h1, ko € 民 |, 使 得 ps。 < kip1 并 且 pl < k2p2). 


证 明 这 是 定理 4-3 的 一 个 推论 : 事实 上 , 说 pi ~ pz, 归结 为 从 赋 以 范 数 pi (对 
应 地 ,po) 的 王 到 赋 以 范 数 pz (对 应 地 ,pl) 的 已 的 映射 x 一 > 是 连续 的 ; 换 句 话说 ， 
存在 两 个 数 k1, kz > 0, 使 得 


对 于 所 有 zx € EE p2(7) 和 kip1(z) 并 且 pl(z) < iopa(z). 
数 kl, ko 显然 大 于 0. 口 


在 第 7 节 将 证 明 在 一 个 有 限 维 向 量 空 间 上 的 所 有 范 数 是 等 价 的 . 反之 , 这 
里 有 一 个 无 穷 维 向 量 空间 的 例子 , 它 里 面 存在 两 个 不 等 价 的 范 数 . 
这 是 赋 以 一 致 收敛 范 数 pl 和 由 


1 
a [ flat 


定义 的 范 数 za 的 2([0, 1], K). 
显然 有 po < pi; 但 是 反之 , 如 果 用 记 表示 单项 式 t 一 如 , 则 有 
pi(fn)=1, 而 p2(fn) = (n+1)-. 
故 不 存在 任何 常数 使 得 pl < kp2. 


也 (E, 下 ) 上 范 数 的 选择 ”我 们 尝试 在 从 到 FF 内 的 连续 线性 映射 的 向 量 空间 
学 (B, 下) 里 找到 一 个 范 数 , 它 刻画 (2, 下) 的 元 素 f 的 大 小 . 利用 在 整个 忆 的 一 
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致 收敛 范 数 完全 在 考虑 的 范围 之 外 , 这 是 因为 除去 映射 0O，. 乡 (5, 刀 的 任何 元 素 / 
在 忆 内 都 不 是 有 界 的 . 反之 , 我 们 曾经 通过 在 E 的 单位 球 B 上 的 有 界 性 刻画 连续 
线性 映射 六. 另 一 方面 , 多 (E, 下 ) 的 两 个 元 素 在 这 个 单位 球 上 重合 则 是 恒 等 的 ; 这 就 
引导 我 们 利用 在 球 B 上 的 一 致 收敛 范 数 , 换言之 , 对 于 所 有 f € 儿 (E, 古 ): 


f= sup ||f (2) 或 f= sup ||f (2)l. 
llzllg1 lzll=1 


这 显然 是 一 个 半 范 数 (利用 2-3 中 5° 和 6°); 由 于 如 果 对 于 所 有 ze B, f(x) = 0， 
则 f = 0, 故 | 是 一 个 范 数 . 

定理 4-3 的 蕴涵 关系 (2° 全 3°) 的 证 明 表 明 : | 有 是 使 得 对 于 所 有 z e E,||f(z)< 
kllz| 的 大 于 等 于 零 的 最 小 常数 有 ; 特别 地 可 以 写成 | jz E :zll. 总 结 这 里 的 
讨论 得 到 

命题 4-6 函数 一 上 用 是 .9(E,F) 上 的 一 个 范 数 . 对 于 所 有 f € 22( 已 , 下 ), fl 
是 使 得 对 于 所 有 z € EE, 少 有 | 上 f(z) kzl| 的 大 于 或 等 于 零 的 最 小 数 上 

/如 果 我 们 用 等 价 范 数 蔡 换 忆 , FF 的 范 数 , 显然 | 也 用 等 价 范 数 蔡 换 . 故 
(EB, 耳 ) 的 拓扑 仅 依赖 B 和 的 拓扑 . 

当 入 的 范 数 明确 以 后 , 我 们 上 面 在 乡 ( 已 , P) 上 定义 的 范 数 是 通常 的 范 数 . 
由 于 这 个 定义 的 简单 性 , 以 及 它 具 有 的 下 列 性 质 , 它 是 特别 便于 应 用 的 : 

设 E, 局 G 是 三 个 赋 范 空间 , 而 f € -2 已, 下 ,ge .2(FG); 关系 


lg(f (2) < lgll: fo < ee 
表明 
lgo fl < llgll :All. 


故我 们 选择 的 范 数 尤 其 适合 复合 线性 映射 
尽管 如 此 , 在 某 些 情形 下 , 用 其 他 等 价 范 数 代替 上 面 定义 的 范 数 可 能 是 方便 的 . 
比如 , 对 于 任意 从 K" 到 自身 的 在 K" 的 典 则 基 下 由 矩阵 (aij) 定义 的 线性 映射 户 
对 应 和 数 
Mf| = >_loil 


2 了 
有 时 在 .2(K") 上 就 用 这 个 范 数 ; 它 也 满足 不 等 式 lge fl| < lg 1 
命题 4-7 当 万 是 完备 空间 时 , .2( 忆 ,下 ) 也 是 完备 的 . 
证 明 假定 F 是 完备 的 , 而 (f;) 是 (EE, 下) 的 一 个 Cauchy 序列 . 对 于 所 有 


|fo(z) = falDN < lfo — fall: lzll < eall. (1) 
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这 表明 序列 户 (z) 是 内 的 Cauchy 序列 . 故 它 有 一 个 极限 f(z). 

由 于 f 是 线性 映射 的 简单 极限 , 它 也 是 线性 的 . 让 我 们 固定 (1) 中 的 p, 而 令 9 
趋 于 无 穷 ; 则 得 

|fp(x) — F(z) < 8: llzll. (2) 

这 个 不 等 式 表 明 : 一 方面 , 跟 户 一 样 , f 在 单位 球 上 是 有 界 的 , 即 f € .2(E, 古 ); 
男 一 方面 , 对 于 所 有 p > no, 上 f = 户 | < es, 这 就 证 明了 在 .2(B, 五) 中 , fi 收敛 到 f. 口 

特别 地 , 由 于 KK 是 完备 的 , 可 以 陈述 

推论 4-8 所 有 赋 范 空间 的 对 偶 空 间 是 完备 的 . 

连续 线性 映射 的 延 拓 ”在 第 一 章 (定理 20-14) 曾经 证 明 : 从 距离 空间 五 的 一 个 
处 处 稠密 子 集 X 到 一 个 完备 距离 空间 FF 的 一 致 连续 的 映射 可 以 延 拓 为 从 互 到 下 
内 的 连续 映射 . 

这 个 一 般 的 结果 引导 至 下 列 断 言 . 

命题 4-9 设 X 是 赋 范 空间 妃 的 处 处 稠密 的 向 量子 空间 , 而 是 从 大 到 一 个 
完备 赋 范 空间 已 的 连续 线性 映射 

则 存在 唯一 的 从 巨 到 矿 内 的 连续 映射 g, 它 在 铸 上 的 限制 就 是 f; 这 个 映射 g 
是 线性 的 , 并 且 |9| = 由. 


证 明 不 等 式 |f(w) 一 了 (v) < API 一 可 表明 7 是 比 为 | 的 Lipschitz 映 
射 ; 根据 第 一 章 定理 20-14, f 具有 到 上 的 唯一 连续 延 拓 9, 并 且 g 是 比 为 | 用 的 
Lipschitz 映射 . 

现在 验证 9 是 线性 的 : 

设 x,y € EB; 它们 分 别 是 XX 的 点 的 两 个 序列 (zn) 和 (yn) 的 极限 . 

对 于 所 有 me N 和 所 有 数值 和 ,uw 有 : 


9g(Azn + pyn) = Xg(Zn) + pg (yn). 


而 加 法 和 数值 乘法 在 BE 和 F 内 是 连续 的 , 又 g 是 连续 的 ; 故 这 个 关系 中 的 每 个 
成 员 当 n 一 co 时 趋 于 极限 ; 故 有 


g(Mr + py) = Mg(z) + pg(y). 


即 9 是 线性 的 . 
g 是 比 为 | 的 Lipschitz 映射 可 以 表示 为 


lg(2 < zl 
即 jlgl| < | 但 是 另 一 方面 9" 是 f 的 延 拓 , 故 上 < lgll, 随 之 得 到 要 找 的 等 式 . 口 
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推论 4-10 从 赋 范 空间 万 的 向 量子 空间 和 到 完备 赋 范 空间 瓦 的 连续 线性 映 
射 可 以 延 拓 为 唯一 的 从 天 到 万 的 连续 线性 映射 . 


事实 上 , 利用 命题 1-5, 对 是 EB 的 向 量子 空间 ; 由 于 关 在 对 内 是 处 处 稠密 的 ， 
故 可 以 应 用 命题 4-9. 


例 由 于 区 是 完备 的 , 断言 49 和 4-10 可 以 应 用 到 连续 线性 映射 的 延 拓 . 


注 4-11 下 面 的 例子 阐明 FF 的 完备 性 的 条 件 是 本 质 的 . 

设 已 是 一 个 无 限 维 完备 赋 范 空间 ; 而 X= F 是 EB 的 处 处 稠密 且 异 于 EE 的 向 
量子 空间 (比如 = 多 ([0,1],K), 而 X 是 多 项 式 组 成 的 子 空间 ), 取 /是 从 瑟 到 忆 
内 的 恒 等 映 射 . 可 以 验证 f 不 具有 到 整个 EB 的 任何 延 拓 . 


连续 线性 映射 的 例子 4-12 1° 设 pe 多 (0,1,K); 从 ([0,1], 民 ) 到 自身 的 映射 
f 一 pf 是 连续 的 , 其 范 数 是 ||yl|. 为 了 使 这 个 映射 是 同 构 , 必须 且 只 需 y 在 [0,1] 的 
任何 点 都 不 变 为 零 . 

2” 对 于 所 有 f € %([0,1], 民 ), 用 Pf 表示 了 的 在 点 0 为 零 的 原 函 数 . 从 
(|0, 1], 区 ) 到 其 自身 的 映射 fe Pf 是 一 个 是 单 射 , 并 且 范 数 为 1. 

3° 设 4, B 是 两 个 紧 致 空间 , 而 p 是 从 4 到 B 内 的 连续 映射 . 从 多 (B,K) 到 
(4, 民 ) 内 的 映射 f 一 f op 是 线性 的 , 并 且 范 数 为 1. 

4° 设 (如 ) 是 区 的 元 素 的 一 个 序列 , 使 得 | 如 | < k < co; 从 1? 到 自身 的 映射 
(zn) 一 (knzn) 是 线性 的 , 并 且 其 范 数 小 于 等 于 让 . 

5° 从 IP 到 自身 的 映射 (zn) 一 (x4) (其 中 zi = zn+1) 是 连续 的 , 并 且 范 数 是 1. 


这 里 给 两 个 不 连续 的 线性 映射 的 例子 : 

6° 设 忆 是 多 ([0,1],K) ( 赋 以 其 通常 的 范 数 ) 的 由 具有 连续 导数 f' 的 函数 f 组 
成 的 子 空间 . 

从 巨 到 名 ([0,1],K) 的 映射 f 一 f' 不 是 连续 的 , 比如 , 如 果 令 户 (z) = n-1sinnz,， 
则 序列 fi 收敛 到 0, 但 是 大 不 收敛 到 0. 

7° 设 Pi 是 8([0,1], 区 ) 上 的 平均 收敛 范 数 , 而 ps 是 它 通常 的 范 数 . 从 赋 以 范 数 
p1 的 这 个 空间 到 赋 以 范 数 ps 的 同一 空间 的 恒 等 映射 不 是 连续 的 . 


我 们 注意 到 在 不 连续 映射 的 例子 6" 和 7° 中 , 作为 定义 域 的 空间 不 是 完备 

的 . 这 并 非 偶然 ; 事实 上 , 可 以 证 明 (参见 习题 的 62 题 ) 从 Banach 空间 到 具有 一 定 

程度 的 正则 性 的 赋 范 空间 的 所 有 线性 映射 必然 是 连续 的 . 诚然 , 利用 选择 公理 (参见 

习题 的 69 题 ), 可 以 定义 无 穷 维 的 Banach 空间 上 的 不 连续 的 线性 型 , 但 是 那里 实际 
构造 的 是 一 个 函数 族 , 而 不 仅仅 是 一 个 函数 . 

总 之 , 可 以 期 待 所 有 从 一 个 Banach 空间 到 一 个 赋 范 空间 的 用 通常 分 析 的 手段 
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构造 的 线性 映射 是 连续 的 . 

完备 赋 范 空间 的 特征 刻画 

这 里 是 一 个 便于 应 用 的 准则 : 

命题 4-13 设 妃 是 一 个 赋 范 空间 . 而 上 是 任意 一 个 满足 0<h<1 的 数 . 

以 下 三 个 性 质 是 等 价 的 : 

1° 思 是 完备 的 . 

2° 对 于 马 的 元 素 的 所 有 使 得 局 ||an|| < eo 的 序列 (an), 部 分 和 序列 s = > 
是 收 化 的 . 天 

3?" 对 于 互 的 元 素 的 所 有 使 得 对 所 有 mlan| < io 的 序列 (an), 部 分 和 序列 
Be Do 是 收 化 的 . 


证 明 1° => 2°. 不 等 式 


多 十 PP oo 


lsntp — snll < > lloill < > leill, 


nl1 ntl 
其 中 右 端 是 ||a,|| 的 收敛 级 数 的 余 项 , 表明 序列 s。 是 Cauchy 序列 , 从 而 收敛 . 
2° 全 3°. 这 是 因为 3° 是 2° 的 特殊 情形 . 
3° 全 1°. 假定 3° 满足 , 而 (zx) 是 的 一 个 Cauchy 序列 . 用 归纳 法 , 可 以 找到 
序列 (zn) 的 子 序列 (zi,, ), 使 得 对 于 所 有 p > 加, 有 xp 一 zi < 如. 
令 


Q0 = Qio 而 对 于 所 有 n > 0， Qn 一 (2 eh Vi, ). 
显然 有 |lanl| < k", 故 部 分 和 序列 


sn = (ao 十 al 十 … 十 an+l) 


收敛 ; 而 s% 刚好 是 ri; 故 (zn) 的 子 序列 (zi, ) 收敛 ; 由 于 (z) 是 Cauchy 序列 , 故 
它 收敛 到 同一 个 极限 , 这 就 证 明 E 是 完备 的 . 口 


注 常数 k 的 选取 依赖 所 处 的 环境 ; 在 积分 论 中 , 选 上 = 1/4 往往 是 方便 的 . 


85. 单 态 射 和 同 构 的 稳定 性 


我 们 先 要 明确 所 谓 单 态 射 和 同 构 是 什么 意思 . 

定义 5-1 设 了 媚 已 是 两 个 赋 范 空间 , 而 f 是 从 妃 到 已 的 一 个 线性 映射 . 

如 果 f 是 单 射 的 且 连 续 的 , 并 且 从 f( 电 ) 到 巨 上 的 映射 1-! 是 连续 的 , 则 称 f 
是 一 个 单 态 射 . 

如 果 此 外 f(E) = 五 , 则 称 f 是 同 构 . 
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命题 5-2 从 万 到 玉 内 的 线性 映射 f 是 单 态 射 等 价 于 存在 两 个 常数 ,ko > 0， 
使 得 对 于 所 有 z E EE, 有 
lallzl < ||f (2) < k2llzll. 
证 明 假定 f 是 一 个 单 态 射 ; f 的 连续 性 蕴涵 ko 的 存在 性 ; f-! 的 连续 性 蕴涵 
ki 的 存在 性 (最 好 的 常数 是 | 太志 - 切 . 
反之 , 如 果 所 ||zl| < f(x) 则 f 是 单 射 , 并且 广 ! 是 连续 的 ; 如 果 再 有 a 
ko2||zl|,f 就 是 连续 的 . 


例 可 以 验证 412 的 例 中 的 映射 / 一 Pf 是 连续 的 , 但 不 是 一 个 单 态 射 . 
推论 5-3 ”图 ( 书 ,如 的 由 单 态 射 组 成 的 子 集 了 是 开 集 . 


证 明 假定 f 是 一 个 单 态 射 , 那么 上 面 命题 5-2 中 的 那 种 类 型 的 关系 成 立 ; 对 于 
所 有 9 e 名 (E, 下), 如果 llgl| < 如, 则 有 


(k1 — llgl)llzll < ||f(z) + g(2))| < (ea + ko)llzl. 
由 于 一 ||g|| > 0 (f 十 9) 是 一 个 单 态 射 口 


这 个 推论 显现 了 单 态 射 的 某 种 稳定 性 , 因为 它 表 明 : 一 个 线性 映射 如 果 是 单 态 
射 , 则 它 加 上 一 个 “小 的 ”线性 映射 后 , 仍然 保持 是 单 态 射 . 可 以 如 下 稍 许 推广 这 个 
结果 : 

命题 5-4 设 4 是 任意 距离 空间 ; 而 f 是 从 4 到 一 个 赋 范 空间 互 的 单 射 , 它 至 
少 乘 距离 一 个 因子 KK > 0@ (换言之 , -1 是 比 为 KK-1 的 Lipschitz 映射 ); 设 g 是 从 
4 到 不 的 另 一 个 映射 , 它 是 比 为 大 < 天 的 Tipschitz 映射 . 

则 从 A 到 万 的 映射 (f 十 g) 是 单 射 , 并 且 把 距离 至 少 乘 以 (K 一 后). 


这 是 下 列 关 系 的 直接 推论 . 


|(f + 9)(2)— (f+ 9) = (F(z) — fF(9)) + (9g(2) ~— 9(y)| > (K — kd(z,y). 


我 们 再 补充 一 句 : 如 果 f 是 Lipschitz 上 映射, 则 f 十 g 也 是 如 此 . 

以 下 的 断言 中 将 假定 空间 Ff 是 完备 的 , 并 且 在 后 面 将 带 来 重要 的 应 用 . 

我 们 首先 注意 如 果 f 表示 从 一 个 完备 赋 范 空间 Fr 到 自身 的 恒 等 映 射 , 而 9 表 
示 从 下 到 己 内 的 范 数 小 于 !1 的 线性 映射 , 则 根据 命题 5-2 不 仅 (f +9) 是 一 个 单 态 
射 , 这 个 映射 还 把 三 变换 到 已 上 . 事实 上 , 对 于 所 有 a e ,方程 f(z) +g(z) = a 还 
可 以 写成 z = a 一 g(x), 因为 映射 z 一 a 一 g(x) 是 压缩 的 , 故 这 个 方程 有 一 个 解 ( 根 
据 第 一 章 , 定理 21-2). 

我 们 将 要 做 的 包括 : 用 一 个 从 完备 空间 EE 到 上 的 同 构 代 替 f, 以 及 用 一 个 比 
例 系数 充分 小 的 Lipschitz 映射 代替 g, 然后 “局 部 化 ”这 些 映射 f 和 yg. 

@ 其 意义 是 f(z) - f(W)|| > kllz — yll, Vr,y € A. 一 译 者 注 
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引 理 5-5 设 w 是 Banach 空间 已 的 一 个 开 集 , 而 g' 是 从 w 到 万 内 的 一 个 比 
为 以 <1L 的 Lipschitz 映射 . 

则 w 在 映射 7: 一 9 二 9 下 的 像 是 下 的 开 集 . 

更 准确 地 说 , 所 有 闭 球 B(b,p) Cw 在 7 下 的 像 包含 于 闭 球 B (y(b), (1 一)p). 


证 明 显然 只 需 证 明 断 言 的 第 二 部 分 . 

为 了 简化 记号 , 借助 w (对 应 地 , y(w)) 的 平移 , 我 们 可 以 假定 5 = O( 对 应 地 ， 
7(b) = O). 

我 们 要 证 明 对 于 所 有 c e F, 如 果 ||d| < (1 一)p, 则 方程 x +g'(z) = ec 有 一 个 
满足 ||z|| < p 的 解 . 

把 这 个 方程 改写 为 z = c 一 g'(z); 映射 x 一 c 一 g'(z) 是 比 为 k* <1 的 Lipschitz 
映射 , 并 且 把 球 B(O,p) 映射 到 自身 里 , 这 是 因为 如 果 ||zl| < p, 则 有 


le 一 9 (oN < lel + lg(o) < (1— Kk)p+ kp= 7. 


由 于 B(O,p) 是 一 个 完备 距离 空间 , 第 一 章 的 定理 21-2( 逐 次 逼近 模式 ) 表明 此 
方程 有 解 . 口 


引 理 5-6 设 4 是 一 个 距离 空间 ; 而 f 是 从 4 到 Banach 空间 瓦 的 一 个 单 射 ， 
它 把 距离 至 少 乘 以 一 个 数 KK > 0, 并 且 f(A) 是 内 的 一 个 开 集 ; 再 设 g 是 从 A 到 
矿 内 的 一 个 比 为 有 < KK 的 Lipschitz 映射 . 

则 4 在 (f 十 g) 下 的 像 是 FF 的 一 个 开 集 . 


证 明 令 9 =gof-!; 这 是 一 个 从 的 开 集 w= f(4) 到 已 内 的 映射 ; 它 是 比 
为 kr =k/K 的 Lipschitz 映射 , 根据 假设 , 这 个 比例 系数 是 小 于 1 的 . 
如 果 用 fr 表示 F 的 恒 等 映射 , 则 有 


(f +9)(A)= (f+9) (io)) = (f+9)(w). 
引 理 5-5 表明 (fr +g)(w) 是 正 的 一 个 开 集 . 所 要 求 的 性 质 得 证 . 口 


定理 5-7 设 马 ,下 是 两 个 Banach 空间 ,而 有 是 从 万 到 玉 上 的 同 构 . 又 设 4 
是 马 的 一 个 开 集 ,而 从 A 到 太 内 的 映射 g 是 比 为 上 的 Lipschitz 映射 . 

则 当 < 中 f-1-! 时 , (f 十 g) 是 单 射 的, Lipschitz 映射 ,其 北 映 射 也 如 此 ,并且 
十 g 变换 4 为 瑟 的 一 个 开 集 . 


这 是 引 理 5-6 的 一 个 特殊 情形 ; 事实 上 , 由 于 /是 从 已 到 尺 上 的 同 构 , f(4) 必 
是 忆 的 一 个 开 集 . 并 且 f 把 距离 至 少 乘 以 K = |f-!-1. 

(f +9) 显然 是 Lipschitz 的 , 命题 5-4 表明 (f + 9) 把 距离 至 少 乘 以 (K - 如; 故 
其 逆 映 射 是 比 为 (K - 所 -1 的 Lipschitz 映射 . 

在 连续 可 微 函 数 的 研究 中 , 对 于 涉及 隐 和 函数 的 定理 的 证 明 , 这 个 定理 对 于 我 们 
是 不 可 或 缺 的 . 
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推论 5-8 设 思 ,下 是 两 个 Banach 空间 , 则 从 瑟 到 尺 上 的 同 构 的 集合 是 (EE, 下 ) 
的 一 个 开 集 (可 能 是 空 集 ). 


7 一 个 简单 的 例子 表明 在 断言 5-5,5-6,5-7 中 , 己 是 完备 的 这 个 条 件 是 不 可 或 
缺 的 . 

设 互 是 多 (0,1], 了 及 ) 的 由 实 多 项 式 在 [0,1] 上 的 限制 组 成 的 向 量子 空间 ; 而 9 是 
从 FF 到 自身 内 的 映射 , 它 令 所 有 多 项 式 x, 对 应 多 项 式 t 一 z(?). 我 们 有 llg|| = 1; 
故 对 于 所 有 k, 0 < 大 < 1, kg 是 比 为 k 的 Lipschitz 映射 .五 在 映射 jz 一 十 kg(x) 下 
的 像 是 F 的 异 于 的 向 量子 空间 , 这 是 因为 它 仅 含有 偶数 阶 的 多 项 式 ; 从 而 不 包含 
下 的 任何 开 集 . 


86. 赋 范 空间 的 乘积 . 连续 多 重 线性 映射 


设 (已 )ier 是 同一 个 数 域 K 上 的 赋 范 空间 的 一 个 有 限 族 , 其 中 的 每 一 个 的 范 数 
都 用 ||z|| 表示 ; 而 EB 是 EE 的 乘积 向 量 空间 . 

在 2-14 我 们 曾经 看 到 上 的 关联 于 半 范 数 ||zxil| 的 族 的 拓扑 等 同 于 E; 的 拓扑 
的 乘积 . 

半 范 数 sup llzil, 守 |zill 和 (学 zil2)'? 是 等 价 的 , 并 且 每 一 个 都 跟 ||zi|| 的 族 
在 已 上 定义 同样 的 拓扑 (参见 2-16); 这 是 B 上 的 范 数 , 因为 关系 (zi = 0) 歼 涵 
2 一 OO. 


多 重 线性 映射 的 连续 性 ”我们 回忆 以 下 定义 : 用 (EE) 表示 向 量 空间 的 一 个 有 限 
族 , 而 f 是 从 乘积 [] B; 到 另 一 个 向 量 空间 F 的 映射 , 如 果 f 对 于 每 个 变量 都 是 个 
别 地 线性 的 , 则 说 它 是 重 线性 的 . 当 EE 和 FF 是 赋 范 空间 时 , 到 的 乘积 也 是 赋 范 空 
间 , 可 以 设法 把 刻画 连续 线性 映射 特征 的 定理 4-3 推广 到 多 重 线性 映射 : 


命题 6-1 设 已 ,Eo,… ,En 和 玉 是 赋 范 空间 ,而 有 是 从 Bi 的 腾 积 忆 到 所 内 
的 多 重 线性 映射 ; 以 下 三 个 断言 是 等 价 的 : 

1° 了 是 连续 的 ; 

2° 在 马 的 所 有 有 界 子 集 上 是 有 界 的 ; 

3° 存在 常数 大 > 0, 使 得 对 于 所 有 z = (zi) < B, 有 


f(z1, zzzn) 科 za zl + nll. 


证 明 我 们 在 上 取 范 数 |z|| = sup lzil|. 

1 全 2" 设 f 是 连续 的 , f 在 O 的 连续 性 蕴涵 存在 BB 的 中 心 为 O 的 一 个 球 ， 
使 得 在 此 球 上 f(x) < 1; 通过 位 似 变换 , 并 且 利 用 重要 的 关系 f(Az) = 和 ?f(z), 就 
推导 出 f 在 中 心 为 O 的 所 有 球 上 是 有 界 的 , 从 而 在 EE 的 所 有 有 界 子 集 上 是 有 界 的 . 
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2 全 3"” 如 果 /在 互 的 所 有 有 界 子 集 上 是 有 界 , 那么 作为 特例 , 在 球 lzl| < 1 
上 是 有 界 的 ; 那么 令 
7 = sup lf(z)l. 
llzllg1 


对 于 所 有 的 z = (zi), 只 要 对 于 每 个 ,zi 关 0, 点 (zill-tzi) 属于 的 单位 球 ， 


于 是 
W hp Tn 
Ma | 


由 此 得 f(z1, zz ,zn))| < el 

当 x; 中 有 一 个 是 零 时 , 这 个 不 等 式 仍然 成 立 , 因为 它 的 两 端 都 是 0. 

3?" 僵 1" 为 了 简化 书写 , 我 们 仅 对 于 n = 2 表述 证 明 . 

假定 f(z1, z2) < kllzill : lzoll. 

这 个 关系 显然 蕴涵 f 在 点 O 的 连续 性 ; 为 了 证 明 在 一 个 点 (a1, a2) 的 连续 性 ， 
我 们 令 


Z1 = Q1+ Ul; za = a2 + uo. 
则 有 
f ((Q1 + 1), (a2 + v2)) — fla1,02) = f(a1, 12) + flu1, 2) + flu1, v2). 
由 此 得 到 , 如 果 luall < ,llwzll < s, 则 
f(z1, za) — f(a1, a2)| < k(llaille + llazlle + 67). 
右 端 随 < 趋 于 0, 遂 得 所 希望 的 连续 性 . 口 


赋 范 空间 (Bi, BE2,… , En; 也) 6-2 从 瓦 的 乘积 媚 到 焉 内 的 连续 多 重 线性 
映射 显然 构成 一 个 向 量 空间 , 把 它 记 做 (Bi, Eo,:… , En; F). 
可 以 验证 
| = up fC) (其 中 ||z|| = sup llzzl) 


是 这 个 空间 的 一 个 范 数 , 并 且 | 是 满足 命题 6-1 的 不 等 式 的 大 于 或 等 于 零 的 最 小 
数 开 . 

类 似 于 命题 47 所 用 的 证 明 表 明 当 F 是 完备 空间 时 , 空间 (EB, Eo,… , En; FF) 
也 是 完备 的 . 


例 1° 用 E,E' 分 别 表示 一 个 赋 范 空间 和 它 的 对 偶 空间 . 

从 互 x 2B' 到 区 内 的 映射 (z,1) 一 !(z) 是 x B' 上 的 双 线 性 型 ;不等式 |1(z)| < 
Hell 表明 这 个 双 线 性 型 是 连续 的 , 并 且 其 范 数 小 于 等 于 1 . 

2° 更 一 般 地 , 设 ,下 是 两 个 赋 范 空间 ; 从 巨 x (BE, 下) 到 下 内 的 映射 (z,1) 一 
!(z) 是 双 线 性 的 , 并 且 其 范 数 小 于 等 于 1. 
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辽 (E,F;G) 和 名 (EB,.Z(F,G)) 的 同 构 设 f: (x,y) 一 f(z,y) 是 (EE,F;G) 
的 一 个 元 素 ; 对 于 所 有 固定 的 z, 映射 f, :y 一 f(z,y) 是 (FG) 的 一 个 元 素 , 并 且 
当 zl < 1 时 ,fol < lz; 故 从 瑟 到 名 (G) 内 的 映射 了: z 一 f; 显然 是 线性 的 ， 
满足 关系 | 用 < fl. 

反之 , 设 g :x 一 gz 是 (8, .Z(G)) 的 一 个 元 素 ; 从 Ex 下 到 G 内 的 映射 
$9: (z,y) 一 gz(y) 是 双 线 性 的 , 并 且 如 果 lzl < 1, yl < 1, 则 有 


lgzll < llgll， 于 是 lgz() < lgll, 随 之 外 < lgll. 


而 明显 地 及 = f 入 = g; 故 从 .Z(B,F;G) 到 .2(B,.Z(F,G)) 内 的 线性 映射 
f 一 了 是 双 射 的 , 并 且 有 


I 有 < = 有 则 < 地， 故 用 = 


从 而 得 到 : 


命题 6-3 设 亡 ,下 G 是 任意 三 个 赋 范 空间 , 则 从 儿 (E,F;G) 到 (BE, (FG)) 
内 的 线性 映射 有 一 了 ( 称 为 典范 上 映射) 是 一 个 保持 范 数 的 同 构 . 


87. 有 限 维 赋 范 空间 
我 们 已 经 知道 K 上 的 一 个 ” 维 赋 范 空间 , 这 就 是 赋 以 等 价 范 数 


aplo (Dai) ,Dla 
的 K", 我 们 将 看 到 , 忽略 一 个 同 构 , 这 样 的 空间 是 唯一 的 . 
引 理 7-1 在 区 * 上 的 所 有 范 数 p 是 连续 的 . 
证 明 设 {a1,a2,… ,an} 是 K" 的 典范 基 ( or 的 所 有 坐标 , 除去 第 p 个 是 1 之 
外 , 都 是 零 ). 对 于 K" 的 所 有 的 点 > = (zi), 我 们 有 
plz) =p (Dri) < lzilp(oi), 


故 p 在 点 O 是 连续 的 ; 而 关系 |p(a 十 4) 一 p(a)| < p(w) 表明 p 在 所 有 的 点 a 是 
连续 的 . 口 


命题 7-2 有 限 维 向 量 空间 上 的 所 有 范 数 是 等 价 的 . 


证 明 由 于 K"* 上 的 nn 维 向 量 空间 向 量 地 同 构 于 K", 只 需 在 K* 上 进行 推理 . 

设 pi,p2 是 K* 上 的 两 个 范 数 , 由 引 理 7-1, 它们 在 K" 内 是 连续 的 , 并 且 由 于 在 
集合 5 = {2z : |zi| = 1} 上 不 变 为 零 , 故 商 pipz! 和 p2pi! 在 3S 上 有 定义 并 且 是 
连续 的 ; 而 集合 5 在 K* 中 是 有 界 的 和 闭 的 , 故 是 紧 致 的 ; 于 是 这 两 个 商 在 S$ 上 是 
有 界 的 , 随 之 由 齐 次 性 推理 在 整个 K"” 上 是 有 界 的 . 口 
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推论 7-3 对 于 所 有 n 维 赋 范 空间 互 和 巨 的 所 有 基 (bi1,bo,… ,bn), 从 区" 到 


这 可 以 更 简洁 地 表述 为 : 所 有 ” 维 赋 范 空间 皆 同 构 于 K". 

推论 7-4 一 个 赋 范 空间 的 所 有 有 限 维 子 空间 是 完备 的 , 从 而 是 媚 内 的 闭 集 . 

事实 上 , K 是 完备 的 , K" 也 如 此 , 故 根据 推论 7-3, 所 有 有 限 维 赋 范 空间 也 是 完 
备 的 . 

推论 7-5 从 有 限 维 的 赋 范 空间 的 乘积 到 一 个 拓扑 向 量 空间 已 的 多 重 线性 映射 
是 连续 的 . 


证 明 为 了 简化 记号 , 我 们 局 限于 f 是 从 乘积 XxY 到 F 内 的 双 线 性 映射 的 
情形 . 推论 7-3 表明 可 以 取 空 间 K? 和 Ks 作为 X 和 YY; 如 果 (w) 和 (b;) 分 别 是 K? 
和 KK 的 典范 基 , 则 有 


f(z,y)=f (二 TiQi) 5 v0;) = 》 riy;f (Qi,b;). 
对 于 所 有 i,j, 映射 (z,y) 一 ziy; 是 连续 的 , 根据 拓扑 向 量 空 间 的 公理 , 由 此 推 
知 f 也 如 此 . 口 


有 限 维 赋 范 空间 的 拓扑 刻画 数 域 K 是 局 部 紧 致 的 , 所 有 空间 KK" 也 如 此 , 从 
而 所 有 有 限 维 赋 范 空间 也 同样 . 
我 们 就 要 看 到 这 个 断言 的 逆 命 题 也 成 立 , 这 对 于 积分 方程 的 研究 至 关 重要 . 


定理 7-6 (Frédéric Riesz 定理 ) 局 部 紧 臻 的 赋 范 空间 是 有 限 维 的 . 


证 明 假定 赋 范 空间 E 是 局 部 紧 致 的 . 于 是 原点 O 具有 一 个 紧 致 邻 域 V, 而 由 
于 中 心 为 O 且 半径 非 零 的 闭 球 组 成 O 的 邻 域 基 , 其 中 有 一 个 闭 球 包含 于 V 内 , 从 
而 是 紧 致 的 . 通过 位 似 变换 , 闭 单位 球 B 因此 是 紧 致 的 . 

于 是 存在 B 的 由 开 球 (zi; + 志 B) 组 成 的 有 限 覆 盖 , 随 之 存在 B 的 由 (zx; + 3B) 
组 成 的 有 限 覆 盖 . 用 F 表示 由 zxi 生成 的 向 量 空间 , 而 ”是 其 维 数 . 可 以 写 出 

Bc(Jzit+ 3B) a 3B. (1) 

我 们 要 证 明 这 个 关系 仅 当 F = EE 时 才 成 立 . 如 果 所 关 EB, 则 存在 EE 的 包含 下 
的 m+I 维 的 向 量子 空间 G; 在 G 上 , 存在 非 零 的 在 Ff 上 为 零 的 线性 型 f. 关系 (1) 
给 出 , 在 G 内 ， 


B 门 ccF+3(B 门 G), 由 此 得 HB 门 cc 47(B 门 6) () 


而 f 在 G 上 是 连续 的 , 又 根据 7-4, G 在 刀 内 是 闭 的 , 从 而 f(BnG) 是 区 的 
紧 致 子 集 ; 根据 (2), 我 们 有 f(B NG) c (3)”f(B NG), 从 而 这 个 紧 致 子 集 包 含 于 点 
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O 的 所 有 邻 域 里 , 它 必 然 退 缩 为 这 个 点 . 即 BNG c F. 但 是 这 不 可 能 , 因为 BnG 
是 O 在 G 内 的 邻 域 , 但 是 斑 却 不 是 . 
故 必然 有 互 =F 是 有 限 维 的 . 口 


例 赋 范 空间 %(I0,1],K) 是 无 穷 维 的 ; 故 它 的 闭 单位 球 不 是 紧 致 的 ， 
这 个 断言 可 以 用 下 列 事实 直接 验证 : 任意 两 个 形式 如 t” 的 单项 式 之 间 的 距离 
大 于 等 于 


对 于 紧 算 子 的 应 用 设 ,下 是 两 个 赋 范 空间 ; 说 (EB, 政 ) 的 元 素 f 是 紧 的 , 如 
果 对 于 忆 的 所 有 有 界 子 集 X, A(X) 是 FF 的 相对 紧 致 集 . 

我 们 要 考虑 f 是 一 个 算 子 ( 即 B= FF) 的 情形 , 并 且 研 究 f 的 关联 于 一 个 数值 
入 关 0 的 特征 向 量 z 的 向 量 空间 , 所 谓 特征 向 量 即 f(x) = Xz 的 非 零 解 . 


定理 7-7 设 f 是 一 个 紧 算 子 , 则 对 于 所 有 入 尖 0, 关联 于 入 的 特征 向 量 及 零 向 
量 组 成 的 向 量 空间 碧 、 是 有 限 维 的 . 


证 明 首先 注意 f 是 连续 的 , f(z) - 和 zx = 0 的 解 的 集合 BE、 是 闭 的 . 

设 B 是 记 的 闭 单位 球 ;集合 B、= BNE、 也 是 闭 的 , 由 于 f(BA) = XB、, f(B)) 
是 闭 的 . 又 由 于 f 是 紧 算 子 , 跟 1(B) 一 样 , f(B、) 是 相对 紧 致 的 ; 由 于 它 是 闭 的 , 故 
它 是 紧 致 的 . 

最 后 由 于 BA = 和 -1f(B、), B、 也 是 紧 致 的 , 从 而 赋 范 空间 E、 是 局 部 紧 致 的 , 随 
之 是 有 限 维 的 . 口 


这 里 我 们 不 打算 建立 紧 算 子 理论 , 而 只 给 出 一 个 紧 算 子 的 例子 ; 对 于 其 他 的 例 
子 , 参见 习题 的 50 到 55 题 . 


例 7-8 用 巨 表 示 空间 %([0,1],C), 用 B 表示 它 的 单位 球 , 又 设 天 是 从 [0,1]? 
到 C 的 一 个 连续 映射 . 对 于 所 有 z e 书信 


1 
Oe 上 Ko)zlujau 
由 于 天 的 连续 性 , 不 等 式 


| [Kl = KG) zd < lal { IC0s) ~ Kb le 
0 0 


不 仅 表明 f(z) e EE, 还 表明 当 xz e B 时 , f(z) 的 族 是 等 度 连续 的 ; 由 于 f(z) 中 < | 下 |， 
它 还 是 有 界 的 , 根据 Ascoli 定理 , 它 是 紧 致 的 . 换 句 话说 , EE 的 连续 算 子 f 是 紧 的 . 
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当 谋求 定义 一 个 实数 的 无 穷 族 的 和 时 ， 就 得 利用 一 个 极限 概念 ， 随 之 要 利用 及 
的 拓扑 . 

但 是 即使 确定 了 这 个 拓扑 , 和 仍旧 不 是 唯一 的 . 曾经 使 用 过 的 第 一 个 定义 , 在 很 
长 的 期 间 甚至 是 唯一 的 , 都 假定 相 加 的 实数 排列 成 一 个 序列 oo,al, …; 这 个 “级 数 ” 
的 收敛 性 由 有 限 和 sn = ao + ai 十 … 十 an 这 个 中 间 序 列 定义 ; 当 序 列 s 收敛 到 一 
个 数 s 时 , 就 说 级 数 收敛 , 并 且 其 和 为 s. 

上 面 的 这 个 定义 的 选择 要 求 待 求 和 的 无 穷 族 赋 以 了 自然 次 序 , 诸如 (k"), (n-?)， 
((-1)"”n-!) 这 类 的 族 . 当 人 们 开始 考虑 任意 序列 a,, 或 “多 重 级 数 ” 时 , 仍 保持 这 个 
旧 习 , 其 中 多 重 级 数 的 指标 并 没有 赋 以 自然 的 次 序 . 

但 是 这 个 定义 几乎 没有 让 加 法 的 代数 性 质 , 诸如 交换 性 和 结合 性 , 发 挥 任何 作 
用 ; 当 要 显现 加 法 的 代数 性 质 时 , 当 着 手 利用 更 一 般 的 拓扑 向 量 空间 时 , 就 感到 需要 
一 个 族 (aijisr 的 可 和 性 定义 , 它 既 在 更 一 般 的 框架 内 有 效 , 又 不 依赖 指标 集合 7 的 
次 序 . 

这 里 我 们 正 是 要 研究 这 样 的 定义 . 


88. 实数 可 和 族 


设 (ai)ier 是 实数 的 有 限 或 无 穷 族 ; 用 .多 表示 I 的 有 限 子 集 的 集合 , 用 包含 关 
系 为 其 排序 ; 对 于 所 有 J e 多 , 用 47 表示 有 限 和 > ai. 

i€ 

暂时 用 粗放 的 词汇 , 如 果 当 J 变 得 越 来 越 大 时 , 4J 趋 于 4, 则 说 给 定 的 族 是 可 
和 的 , 并 且 4 是 它 的 和 . 

把 这 个 粗放 的 想法 精确 化 的 一 个 方式 在 于 , 注意 到 有 序 集 多 是 递增 滤 子 的 , 形 
式 如 {J :了 DD Jo 的 史 的 子 集 组 成 一 个 滤 子 基 多 . 如 果 4 = Hp4v， 则 说 族 (a;) 有 
和 4. 

但 是 为 了 避免 利用 滤 子 基 , 我 们 将 给 可 和 性 一 个 等 价 的 更 直接 的 定义 . 


定义 8-1 我 们 说 一 个 实数 族 (ai)ier 是 可 和 的 , 如 果 存 在 实数 4, 它 具 有 下 列 
性 质 : 
对 于 任意 数 e > 0, 存在 0 E 多 , 使 得 对 所 有 包含 厂 的 了 都 有 


A- A<e. 


马上 指出 , 如 果 一 个 这 样 的 数 4 存在 , 必 是 唯一 的 . 事实 上 , 设 4 和 4' 是 两 个 
这 样 的 数 ; 如 果 J = .bhU 几 , 关系 


对 于 有 nCJIA-A|<e; 对 于 及 CJA-A<e 


. 188 . 第 三 章 拓扑 向 量 空间 
同时 满足 ; 由 此 得 


=AIe A=A4| < 2 


由 于 s 是 任意 的 , 必 有 4 = 4/. 
于 是 现在 可 以 补充 定义 8-1: 


定义 8-1 刚 证 明了 唯一 性 的 数 4 称 为 族 (ai)ier 的 和 , 把 它 记 做 ai, 当 了 
ZE 
不 致 有 歧义 时 , 也 可 以 记 做 > az, 或 并 ai 
引 理 8-2 设 (aijier 和 (bi)ier 是 有 同一 个 指标 集 的 实数 的 可 和 族 ， 其 和 分 别 为 


4 和 也 . 
则 族 (ci)ier, 其 中 Ci = Qi + bi, 是 可 和 的 ， 其 和 是 4 十 万 . 


证 明 任意 给 定 s > 0; 有 ,10, 凡 E 史 与 它 对 应 , 使 得 
对 于 有 nCJDIA-Al<e; 对 于 CJIB- Br 和 ce. 
如 果 muU 必 c 这 两 个 不 等 式 同时 满足 ; 由 此 得 
I((4+B)-(A:+B)|<|A-As+|B-B< 2e. 
令 C= 4+B, 则 写成 
对 于 所 有 J, 只 要 HU CJ 就 有 |C -0J| < 2e， 
这 就 证 明了 族 (c) 是 可 和 的 , 并 且 其 和 为 C. 口 
命题 8-3 设 了 是 一 个 指标 集 . 以 了 为 指标 集 的 实数 的 可 和 族 的 集合 是 罗 (T, 取 ) 
的 一 个 向 量子 空间 , 并 且 映 射 (ai) 一 亲 ai 是 这 个 室 间 上 的 一 个 线性 型 . 


考虑 到 引 理 8-2, 再 注意 到 如 果 族 (a;) 是 可 和 的 , 其 和 为 4, 则 族 (Mai) 是 可 和 
的 , 并 且 其 和 是 和 4, 此 命题 是 显而易见 的 . 
由 于 当 对 于 每 个 i,a; > 0 时 有 六 ai > 0, 故 当 对 于 每 个 a; < b; 时 有 Pai < bi. 


注 注意 到 下 列 事实 , 有 时 候 是 有 用 的 . 如 果 I' 是 了 的 一 个 这 样 的 子 集 , 对 于 
所 有 i 4 T',ai = 0, 则 族 (ai)ier 和 族 (aijier 是 同时 可 和 的 (或 不 可 和 的 ), 并 且 有 相 
同 的 和 |. 

正 数 族 ”只 有 拥有 了 可 和 性 的 方便 的 判别 法 , 定义 8-1 才 是 有 用 的 ; 正 数 族 的 研 
究 将 给 我 们 提供 此 类 判别 法 . 

命题 8-4 正 数 的 族 (aijier 是 可 和 的 等 价 于 有 限 和 Ak 是 有 上 界 的 ; 并 且 
》 ai = sup(AK). 
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证 明 1° 假定 大 于 等 于 0 的 数 的 族 (a;) 是 可 和 的 ; 沿用 定义 8-1 的 记号 , 我 
们 有 
对 于 所 有 包含 ho 的 J 有 |4- AJ| < se, 从 而 4j < A+e. 


Ak < Akun < A++e. 


故 Ak 的 集合 有 上 界 4 + s( 甚 至 有 上 界 4, 因为 s 是 任意 的 ). 
2° 反之 , 假定 4r 的 集合 有 上 界 , 而 4 是 其 上 确 界 . 根据 上 确 界 的 定义 , 对 于 所 
有 =s>0, 存 在 .me 史 使 得 


人 
对 于 所 有 J C 多 , 只 要 .ho Cc J, 就 有 
A-e< An < Ar<Ah, 由 此 得 到 |4 - AJ| < s. 
这 个 关系 表明 族 (a;) 是 可 和 的 , 并 且 4 就 是 它 的 和 . 口 


例 设 (ai)ier 是 区 间 [0,1] 的 两 两 不 相交 的 开 子 区 间 的 一 个 族 , 而 a; 是 a 的 
长 度 . 对 于 了 的 所 有 有 限 子 集 K, 显然 有 Ak < 1; 故 族 (ai)ier 是 可 和 的 , 并 且 其 和 
小 于 等 于 1. 


推论 8-5 大 于 等 于 0 的 数 的 可 和 的 族 的 子 族 是 可 和 的 . 


事实 上 , 设 IC, 其 下 标 J cz 的 有 限 和 47 的 集合 包含 对 于 的 类 似 集合 ; 
如 果 第 一 个 集合 是 有 上 界 的 , 则 第 二 个 也 是 如 此 . 


推论 8-6 (比较 原理 ) 设 (ai)ier 和 (bi)ier 是 同一 个 指标 集 工 上 的 非 负 数 的 两 
如 果 (bi)ier 是 可 和 的 , 则 (aijier 是 可 和 的 , 并 且 它 们 的 和 A 和 B 满足 关系 
A<B. 


证 明 设 B 是 族 (bi)ier 的 和 ; 对 于 所 有 J e 多 , 我们 有 
A < B;<B. 


故 命 题 8-2 表明 族 (aijier 是 可 和 的 , 并 且 其 和 4 < B. 口 
注意 这 些 结论 可 以 推广 到 以 下 情形 : 如 果 存 在 一 个 常数 有 > 0, 使 得 对 于 所 有 % 
有 ai < kbi; 这 时 有 A < kB. 
例 这 个 比较 原理 是 一 个 有 力 的 工具 , 从 一 些 基 本 的 可 和 族 出 发 , 由 它 可 以 证 明 
其 他 的 族 的 可 和 性 . 
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8-7 最 有 用 的 基本 族 以 N 或 N* 为 指标 集 , 这 样 的 族 就 是 序列 ; 列举 最 有 用 的 
序列 如 下 : 

几何 序列 (k"), 当 0 和 有 < 1 时 是 可 和 的 . 

序列 (n-*), 当 a > 1 时 是 可 和 的 . 

产生 非 负 可 和 序列 (a,) 的 有 效 手段 是 从 N 上 的 一 个 递减 函数 f 出 发 , 它 使 得 
en 


an = f(n) — f(n+1). 


关系 ai 十 a2 十 …: 十 an = f(1) 一 了 (mn 十 1) < f(1) 表明 族 (an) 是 可 和 的 , 并 且 其 和 为 
f(1). 

作为 例子 , 依次 取 f(n) = in 和 f(n) = n-?( 其 中 p > 0), 就 会 重新 得 到 前 面 指 
出 的 序列 的 可 和 性 . 

定义 在 [0, co) 上 的 递减 函数 的 积分 提供 另 一 个 产生 可 和 递减 序列 的 手段 ; 在 研 
究 标 题 为 “级 数 和 积分 的 比较 ”的 积分 内 容 时 , 我 们 将 予以 考察 . 


8-8 我 们 回忆 从 跟 序列 io 比较 导出 的 经 典 的 可 和 性 的 两 个 充分 条 件 : 

a) 如 果 limsup(an+i/an) < 1 则 序列 (an) 是 可 和 的 ; 事实 上 , 存在 一 个 正 数 
k < 1 和 一 个 整数 no, 使 得 对 于 所 有 n > no 有 an+l/an <. 

由 此 推导 出 anu+p < anok?, 随 之 得 到 所 断言 的 可 和 性 . 

如 果 lim sup(an+1/an) > 1 则 没有 明确 的 结论 , 比如 按照 ”是 偶数 或 奇数 , 令 
ao 二 2-? 或 an = 3-", 这 个 上 极限 是 +oo, 而 序列 (an) 却 是 可 和 的 . 

b) 如 果 limsup(an)z” < 1 则 序列 (o) 是 可 和 的 , 因为 从 一 个 指标 开始 , 将 有 


an < jn ， 其 中 k < 1. 


如 果 这 个 上 极限 是 1, 我 们 得 不 出 什么 结论 (考虑 an = n-° 的 情形 ); 如 果 这 个 
上 极限 大 于 1 则 lim sup an = +oo, 故 序 列 不 是 可 和 的 . 


8-9 ”如 果 数 族 的 指标 集 为 N2, N3 或 更 一 般 的 N", 或 N” 的 十 分 简单 的 子 集 , 则 
称 之 为 二 重 , 三 重 , n 重 级 数 , 这 样 称呼 并 不 确切 , 因为 在 指标 集 里 不 存在 任何 自然 
的 次 序 . 

这 里 , 积分 论 仍然 使 我 们 能 够 建立 许多 “多 重 级 数 ” 的 可 和 性 . 

比如 通 项 为 (pi 十 pz 十 … 十 pn)-* 的 m 重 级 数 (其 中 pi; € N*) 当 a >n 时 是 可 
和 的 , 而 当 a < n 时 则 不 然 . 

通 项 为 (a™m + 50")-1! 的 二 重 级 数 (其 中 a > 1,b > 1) 是 可 和 的 . 


命题 8-10 ( 正 数 族 的 极限 ) 设 (ai());er 是 依赖 一 个 参数 入 E 工 的 正 数 的 可 
和 族 , 多 是 也 上 的 一 个 滤 子 基 , 使 得 对 于 所 有 ie7T ai(A) 有 一 个 沿 着 多 的 极限 ui. 
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如 果 存 在 一 个 常数 ,使 得 对 于 所 有 入 E 工 有 ai(A) < k, 则 族 (ai) 是 可 和 的 ， 
并 且 2 0; < k. . 
证 明 对 于 所 有 有 限 的 JC I, 有 


i€J 
让 7 固定 , 而 在 这 个 关系 式 里 沿 8 过 渡 到 极限 , 则 得 
Do < k， ”由 此 得 到 》 ai 大 OD 
i€J ZE 了 
人 这 里 有 一 个 例子 表明 , 和 s、 = os(A) 可 能 不 ( 沿 多 ) 收敛 到 。= 并 ai 
取 I=L=N, 令 


如 果 i 关 mai(n) = 0; 而 an(n) =1. 
则 容易 验证 


Qi = lim ai(n) = 0, 


以 及 


故 有 
sm 
在 习题 83 里 有 一 个 使 得 下 式 成 立 的 充分 条 件 


s§ = lim s,. 
OA 


对 于 空间 好 的 应 用 设 7 是 一 个 任意 的 有 限 或 无 穷 的 指标 集 , 而 p 是 一 个 大 
于 等 于 1 的 实数 . 

像 在 例 3-5 中 一 样 , 可 以 证 明 多 (I, 区) 的 由 K 的 元 素 的 满足 关系 并 |zilp < oo 
的 族 (zi)ier 组 成 的 子 集 是 多 (7, 开 ) 的 一 个 向 量子 空间 , 并 且 lz|| = (二 |zijP)W? 是 
这 个 子 空间 上 的 一 个 范 数 . 

用 表示 这 个 赋 以 此 范 数 的 ( 实 或 复 的 ) 子 空间 ; 当 I = N 时 , 就 重新 得 到 例 
3-5 的 空间 2. 

命题 8-11 对 于 任意 的 也 空间 1/? 是 完备 的 . 

证 明 设 (zi(n)) 是 好 的 Cauchy 序列 ; 对 于 所 有 ie 了 ,关系 


[zi(7) — zi(s)| < llz(r) — z(s)) 
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表明 数 zi(n) 的 序列 是 K 的 Cauchy 序列 ; 用 zx; 表示 它 的 极限 . 
对 于 所 有 s > 0, 存在 no, 使 得 当 r,s > no 时 有 


>》 lzi(r) 一 zi(s]|P < si 
ZE 了 
如 果 令 s 趋 于 +oo, 命题 8-10 表明 同样 有 
>》 zi 一 wps<e. (1) 


i€EI 

此 式 首先 表明 族 (zi(7) - zijicr 是 如 的 一 个 元 素 ; 由 于 族 (x;(7)) 也 如 此 , 故 族 
2 = (zi) 同样 如 此 . 

其 次 关系 (1) 写成 对 于 所 有 r > no 有 ||z(7) -= zl| < es, 这 就 表示 序列 (zx(n)) 收 
敛 到 zx. 口 

实数 族 ”为 了 研究 一 个 实数 族 , 我 们 把 它 表示 为 两 个 正 数 族 的 差 . 

定义 8-12 我 们 说 一 个 实数 族 (ai) 是 绝对 可 和 的 , 如 果 它 们 的 绝对 值 的 族 (|ai|) 
是 可 和 的 . 

在 这 个 定义 里 , 副词 “绝对 ”并 非 像 日 常 语言 里 表示 级 数 是 可 和 的 , 并 且 是 考 庸 
置疑 的 , 根本 没有 这 个 意思 .“ 绝 对 ”一 词 只 不 过 简单 表示 ui 的 “绝对 值 ” 出 现在 定 
义 中 . 

命题 8-13 设 (ai) 是 一 个 实数 族 ; 以 下 三 个 断言 是 等 价 的 : 

1° 这 个 族 是 绝对 可 和 的 ; 

2° 这 个 族 是 可 和 的 ; 

3。 有 限 和 Ak 的 集合 是 有 界 的 . 

证 明 1° 全 2"，|oi| 的 族 大 于 正 数 族 (o+ ) 和 oz 的 每 一 个 ; 故 如 果 (|ai|) 是 可 
和 的 , 则 比较 原理 保证 族 (o#+ ) 和 (oz ) 也 是 可 和 的 ; 根据 命题 8-3, 族 (a;) 作为 它们 
的 差 也 是 可 和 的 . 

2° 全 3"， 如 果 族 (a;) 是 可 和 的 , 则 存在 he 多 , 使 得 

对 于 所 有 包含 hn 的 J, 有 |4- 4zy| 入 1 
对 于 所 有 K e 多 , 我 们 有 
[Akun — Ak| < 》|ai = Xo. 
i€Jo 


故 对 于 J = KU .7 比较 以 上 两 个 不 等 式 得 到 


IA4—Ak|<1+ 和 No. 
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故 Ak 的 集合 是 有 界 的 . 

3° 二 1 断言 3° 蕴涵 存在 两 个 正 数 k 和 ko, 使 得 对 于 所 有 天 < 多 有 4r e 
[—k1, ko]. 

对 于 所 有 天 e 多 , 其 下 标 i 使 得 ie K 并 有 目 a; > 0 的 |ai| 的 和 属于 [0, ko], 其 
下 标 i 使 得 ie K 并 且 a; < 0 的 |ai| 的 和 属于 [0, hl]; 故 使 得 ie K 的 |ai| 的 和 是 
小 于 等 于 十 ko 的 . 

这 个 和 随 之 是 有 上 界 的 ; 从 而 a; 的 族 是 绝对 可 和 的 . 口 


推论 8-14 实数 的 可 和 族 的 所 有 子 族 是 可 和 的 . 


事实 上 ， 如 果 族 (Qi)ier 是 可 和 的 ， 则 族 (|ailier) 也 是 可 和 的 ， 随 之 子 族 (|ail)ier 
是 可 和 的 , 最 终 得 到 子 族 (aijier 是 可 和 的 . 


人 我们 方才 确立 的 可 和 性 和 绝对 可 和 性 之 间 的 等 价 性 , 在 级 数理 论 中 没有 类 
似 的 等 价 性 . 我 们 回忆 以 下 例子 , 一 般 项 为 (-1)"n-! 的 交错 级 数 是 收敛 的 , 但 是 一 
般 项 为 n-! 的 级 数 是 发 散 的 . 

我 们 将 在 后 面 再 回 到 级 数 与 可 和 族 的 比较 上 来 . 


89. 拓扑 群 和 赋 范 空间 上 的 可 和 族 


前 一 节 的 许多 结果 仅仅 立足 于 及 上 的 群 结构 和 分 离 拓扑 结构 之 上 ; 于 是 人 们 期 
待业 已 概述 的 理论 在 所 有 交换 的 和 分 离 的 拓扑 群 仍然 保持 有 效 . 这 里 我 们 尤其 着 重 
在 赋 范 空间 上 , 不 过 在 拓扑 群 的 框架 内 给 出 有 关 定 义 , 即使 仅仅 为 了 可 乘 族 , 也 是 有 
价值 的 . 

我 们 继续 使 用 前 一 节 的 记号 多 , 4j. 

定义 9-1 设 G 是 一 个 交换 的 和 分 离 的 拓扑 群 ， 以 加 法 称呼 其 中 的 群 运算 ; 而 
(aijier 是 G 的 一 个 元 素 族 . 

我 们 说 这 个 族 是 可 和 的 , 如 果 存 在 G 的 一 个 具有 下 列 性 质 的 一 个 元 素 4: 

对 于 O 的 所 有 邻 域 , 存在 0 €E 多 ,使 得 对 于 所 有 包含 岂 的 J e 多 ,有 


A— AreV. 
当 这 样 的 元 素 4 存在 时 , 它 必 是 唯一 的 , 称 这 个 元 素 为 该 族 的 和 , 并 且 记 做 


》 ai 或 》 ai 或 >》 ai. 

ZE 了 人 
我 们 证 明 当 4 存在 时 确实 唯一 . 只 需 稍 许 修改 在 定义 8-1 之 后 给 出 的 证 明 . 
对 于 O 的 所 有 邻 域 0, 存在 O 的 邻 域 V, 使 得 V+VcU. 
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从 关系 4 一 Aj eV 和 4’ Aj eV 得 到 
A—-AeV+iV, 于 是 A-A'eLU. 

元 素 (4 - 4') 属于 0 的 所 有 邻 域 ; 由 于 G 是 分 离 的 , 必 有 4 一 4' = 0, 即 
A=A. 

注 1° 当 G 的 运算 以 乘 号 标识 时 , 我 们 偏爱 称 族 (a;) 是 可 乘 的 , 而 把 4 叫做 
积 , 记 做 4 = TIa:. 

比如 , 对 于 拓扑 群 R* 和 C* 就 是 这 种 情形 . 

2。 当 了 是 有 限 集 时 , 族 (a;) 总 是 可 和 的 , 并 且 它 的 和 等 于 通常 的 和 . 

3° 如 果 I' 是 了 的 子 集 , 对 于 所 有 i cg 了 ,ai = 0, 则 族 (@i)jier 和 (ai)ier' 同时 可 
和 (或 不 可 和 ), 并 且 有 相等 的 和 . 

命题 9-2 设 (ai)jier 和 (bi)ier 是 在 同一 个 指标 集 T 上 的 G 的 元 素 的 两 个 可 和 
族 ; 而 A 和 B 分 别 是 它们 的 和 . 

则 族 (ci)ierI (其 中 ci = Qi + bi) 是 可 和 的 , 并 且 其 和 是 4 十 万 . 

只 需 采 用 引 理 8-2 中 用 过 的 证 明 . 

命题 9-3 设 G,G' 是 两 个 交换 的 且 分 离 的 拓扑 群 , 而 p 是 从 G 到 G' 的 同 胚 . 

如 果 (ai) 是 G 里 的 可 和 族 , 和 为 A, 则 族 (a!) (其 中 a = p(ai)) 是 可 和 的 , 其 
和 为 4' = p(4). 

证 明 对 于 O 的 所 有 在 G' 里 的 邻 域 V', 令 V= wp-1(V'); 关系 

当 .mncJ 时 ，4-47eEy 
蕴涵 
p(4) 一 p(4y) ep(V)， 或 表示 为 4 -47 ET. 
言 之 , 族 (a4) 有 和 4. 

定义 9-4 (Cauchy 准则 ) 说 在 G 里 的 族 (ai) 满足 Cauchy 准则 , 如 果 对 于 O 
的 所 有 和 邻 域 V, 存在 帮 E 多 , 使 得 对 于 所 有 与 0 不 相交 的 KE 多 , 有 Ak EV. 

换 句 话说 , 从 族 抽取 数目 “特别 大 ”的 有 限 个 元 素 后 , 所 有 有 限 和 是 小 的 . 

用 Y(b) 表示 使 得 hc J 的 47 的 集合 . 

命题 9-5 族 (ai) 满足 Cauchy 准则 , 等 价 于 对 于 O 的 所 有 领域 V, 存在 EE 多 
和 一 个 平移 a 十 V, 使 得 of (J0) Cat+V. 


证 明 1° 假定 (a;) 满足 Cauchy 准则 ; 所 有 包含 h 的 J 的 形式 是 UK, 其 中 
K 与 ho 是 不 相交 的 ; 于 是 47 = 47 十 4K. 
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从 关系 4x eV 推导 出 
47yEe47+ 人 及 由 此 得 到 (0) Cc A +V. 


2。 给 定 Y 之 后 , 存在 O 的 对 称 邻 域 U, 使 得 U4+UcV. 
如 果 根 据 假 设 , 存在 he 多 和 a e G, 使 得 wf (hp) Cc a 十 U, 则 对 于 所 有 跟 .7 
不 相交 的 K 有 : 


An Eat+U; 47n+4rea+U 由 此 得 到 Ak EeU+UCV. 


推论 9-6 所 有 可 和 族 满 足 Cauchy 准则 . 


事实 上 , 取 4 为 可 和 族 的 和 , 并 且 利用 定义 9-1, 就 知道 条 件 wz( Jo) Ca 十 V 是 
满足 的 . 

人 这 个 推论 的 逆 命 题 一 般 是 不 成 立 的 ， 但 是 可 以 验证 在 完备 赋 范 空间 是 正 
确 的 . 


命题 9-7 满足 Cauchy 准则 的 族 的 子 族 也 满足 Cauchy 准则 . 

事实 上 , 如 果 两 个 族 的 指标 集 7 和 7', 这 里 Tc 了 只 需 在 断言 9-4 里 取 集 合 
了 no 作为 子 族 的 已. 

命题 9-8 设 (ai) 是 一 个 满足 Cauchy 准则 的 族 , 则 对 于 0 的 所 有 和 邻 域 V, 有 


除去 有 限 个 指标 i, ai EV. 


为 了 确信 此 命题 的 断言 , 只 需 把 Cauchy 准则 用 于 形式 是 {i} 的 集合 KK ,其 中 
i¢ ho. 

推论 9-9 如 果 群 G 的 O 有 和 邻 域 的 可 数 基 , 并 且 族 (ai) 满足 Caychy 准则 , 则 
使 得 a; 关 〇 的 指标 i 的 集合 是 有 限 的 或 可 数 的 . 


事实 上 , 设 (W%) 是 0 的 邻 域 基 ; 对 于 所 有 n, 使 得 a; 4 Vi, 的 i 的 集合 ， 是 有 
限 的 ; 由 于 使 得 a; ¢ O 的 i 的 集合 恰 是 I 的 并 集 , 它 必然 是 有 限 的 或 可 数 的 . 


这 个 推论 似乎 让 人 相信 在 普通 群 里 可 和 族 的 研究 , 尤其 在 赋 范 空间 里 , 可 以 
归结 为 指标 集 是 可 数 的 族 的 研究 , 这 样 的 族 就 是 序列 (an). 
基于 两 个 理由 根本 不 是 这 样 : 首先 , 人 为 地 在 指标 集 内 引入 次 序 会 掩盖 和 的 交 
换 性 和 结合 性 ; 其 次 , 有 可 能 要 研究 给 定 不 可 数 指标 集 7 上 的 所 有 可 和 族 . 


交换 性 9-10 ”由 于 在 一 个 族 (ai)ier 的 可 和 性 的 定义 中 没有 涉及 关于 了 的 任 
何 序 结构 , 我 们 有 权 粗 略 地 说 这 个 概念 是 交换 性 的 .这 个 断言 的 精确 含义 如 下 : 设 
(aijisr 和 (b;);er' 是 G 的 元 素 的 两 个 族 , 如 果 存 在 从 工 到 7 的 一 个 双 射 o, 使 得 对 
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于 所 有 i 有 be) = os 则 一 个 族 的 可 和 性 蕴涵 另 一 个 族 的 可 和 性 , 并 且 它们 的 和 是 
相等 的 . 


结合 性 ”结合 性 就 比较 含蓄 , 它 构 成 下 列 命题 的 内 容 : 


命题 9-11 设 (I\)seL 是 指标 集 了 的 一 个 划分 , 而 (qijier 是 以 了 为 指标 的 群 
G 的 一 个 元 素 族 . 

如 果 族 (ai)icr 和 每 个 子 族 (aijier 都 是 可 和 的 , 并 且 A 和 s》 分 别 是 它们 的 和 ， 
则 族 (sA)xez 是 可 和 的 , 并 且 其 和 是 4. 


证 明 仍然 采用 命题 9-5 中 的 记号 zx(.Jo). 对 于 工 的 所 有 有 限 子 集 Mo, 采用 类 
似 方式 , 用 2(Mo) 表示 和 2 s 的 集合 , 其 中 的 M 满足 关系 Mo C M. 


对 于 给 定 的 .7 如 果 把 使 得 on 的 和 的 有 限 集 记 做 Mo, 那么 对 于 满足 
Mo C M 的 和 ,2 是 47 的 极限 , 其 中 jc J; 由 此 推导 出 
€ 


终 (Mo) c 好 (如 )， 故 亦 有 儿 (Mo) c (0). 
对 于 0 的 所 有 邻 域 V, 存在 一 个 .nh, 使 得 
A (J) CA+V; 
于 是 如 果 V 是 闭 的 , 则 还 有 
AA(Jo))CcCA+V 故 儿 (J0)cAhA+V. 


由 于 0 的 闭 邻 域 构成 O 的 邻 域 基 (参见 习题 的 81 题 ), 这 个 关系 表明 s、 的 族 
是 可 和 的 , 并 且 和 为 4. 口 


例 设 (ap,a) 是 实数 的 可 和 的 二 重 序列 ; 那么 其 所 有 子 族 是 可 和 的 (推论 8-14)， 


故 有 
DE) EE) 


下 列 断 言 是 错误 的 : 如 果 每 个 子 族 (ai)ier、 是 可 和 的 , 并 且 族 (s、) 是 可 和 
的 , 则 族 (ai)ier 是 可 和 的 . 为 确信 这 个 事实 , 只 需 取 工 是 无 穷 的 , 而 每 个 子 族 退缩 
为 两 个 元 素 , 一 个 是 1, 另 一 个 是 -1; 每 个 s 等 于 0, 故 族 (s、) 是 可 和 的 , 但 是 a; 
的 族 并 非 可 和 的 . 
反之 , 在 两 个 重要 的 情形 下 , 这 个 断言 是 正确 的 : 


9-12 工 是 有 限 集 族 (ai)jier 是 如 下 定义 的 族 (aX)ier 的 有 限 和 : 


如 果 ie 六 则 只 =oaw， ”如果 i¢g 荆 , 则 a2=0. 
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而 如 果 (a?)ier 和 (ai)ier、 中 有 一 个 是 可 和 的 , 则 另 一 个 也 是 可 和 的 , 并 且 它 们 
有 同样 的 和 . 由 命题 9-2 即 得 欲 证 的 结果 . 
9-13 wai 是 非 负数 ”从 稍 许 推广 和 的 概念 开始 : 称 元 素 w 的 有 限 子 族 的 和 的 
有 限 或 无 穷 上 确 界 是 五 . = [0, +oo] 的 元 素 的 族 (ai)ier 的 和 . 
设 (六 )xer 是 了 工 的 一 个 划分 ; 我 们 将 证 明 对 于 这 里 定义 的 广义 的 和 , 有 
》 ai = D>_s\ 其 中 5、 = 2, Qi. 


i€I 入 i€ET\ 

首先 由 于 显然 的 比较 原理 有 ja: 大 于 等 于 元 素 s、 的 所 有 有 限 和 ; 于 是 欲 证 明 
的 关系 中 的 “=” 换 成 “>” 成 立 ; 其 次 , 带 “<” 的 关系 式 由 下 列 事实 推导 出 : 元 素 a、 
的 有 限 和 不 超过 元 素 s 的 一 个 有 限 和 |. 

一 个 特殊 情形 是 : 如 果 每 个 和 s、 是 有 限 的 , 并 且 7s 是 有 限 的 , 则 >jai 也 是 
有 限 的 , 于 是 根据 命题 8-2, 就 有 欲 证 的 等 式 . 

例 9-14 设 (gi)jier 和 (bj)jyey 是 实数 的 两 个 可 和 族 ; 则 (lai|) 和 (|b;|) 是 可 和 
的 . 指标 集 为 了 x J 的 族 |aib;| 有 一 个 以 ;ix J 为 指标 集 的 子 族 的 划分 , 根据 9-13 有 


Deh- 5 ou ES [wz - (Si 阳 oj 


故 族 (aib;) 是 绝对 可 和 的 , 于 是 也 是 可 和 的 ; 由 命题 9-11 得 到 
D0ib; = 2 (2 oaib)=>》 (> 0)=(》 oil(》 区 ) 
7 6 7 i 了 了 了 
总 之 , 称 族 (aib;) 是 族 (ai) 与 (b;) 的 乘积 , 它 是 可 和 的 , 并 且 它 的 和 是 (ai) 与 
(b;) 的 和 的 乘积 . 
在 赋 范 空间 里 的 可 和 性 范 数 的 存在 让 我 们 重新 发 现在 情形 R 的 部 分 研究 
成 果 . 
定理 9-15 在 一 个 完备 赋 范 空间 媚 里 , 满足 Cauchy 准则 的 万 的 元 素 的 所 有 
族 是 可 和 的 . 
证 明 假定 族 (ai)ier 是 满足 Cauchy 准则 的 ; 对 于 所 有 整数 ”> 0, 存在 有 限 的 
Jn CT 使 得 (沿用 9-5 的 记号 ) xyY() 的 直径 小 于 n-!1; 对 于 xyY() 更 是 如 此 , 其 
路 = 刀 U .JU…U 人 . 进而 闭 集 .xy( 隐 ) 是 递减 的 , 而 互 是 完备 的 , 根据 第 一 章 
20-6, 这 些 闭 集 有 一 个 公共 点 4. 球 B(4,n-!) 包含 xy (了 1), 故 族 (ai) 是 可 和 的 , 并 
且 其 和 就 是 4. 口 
推论 9-16 在 一 个 完备 赋 范 空间 里 , 一 个 可 和 族 的 所 有 子 族 是 可 和 的 . 
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这 是 断言 9-6, 9-7, 9-15 的 推论 . 


注 设 Ff 是 一 个 完备 赋 范 空间 E 的 向 量子 空间 , 并 且 天 = 已 ,而 (ow) 是 下 的 

一 个 元 素 族 , 满足 Cauchy 准则 , 我 们 刚才 看 到 它 在 EE 里 是 可 和 的 ; 但 是 显然 如 果 它 

的 和 不 属于 Ff, 那么 它 在 下 里 就 不 是 可 和 的 . 这 个 例子 显示 了 满足 Cauchy 准则 的 
族 未 必 可 和 的 理由 . 


赋 范 空间 里 的 绝对 可 和 族 ”判断 赋 范 空间 里 其 一 个 元 素 族 的 可 和 性 并 不 总 是 
容易 的 . 了 解 可 和 性 的 充分 条 件 也 是 有 用 的 ; 一 个 这 样 的 判别 法 由 绝对 可 和 性 概念 
提供 : 

定义 9-17 设 马 是 一 个 赋 范 空间 . 说 态 的 一 个 元 素 族 (ai) 是 绝对 可 和 的 , 如 
果 它 们 的 范 数 的 族 jail| 是 可 和 的 . 

初 看 起 来 , 这 个 定义 依赖 五 的 范 数 ; 其 实 它 只 依赖 EE 的 拓扑 , 因为 如 果 p 和 pp 
是 妃 上 的 两 个 等 价 范 数 , 则 存在 两 个 常数 k,k' > 0 使 得 m < kp 和 p< kp'; 于 是 如 
果 族 (p(ai)) 和 (z(ai)) 之 一 是 可 和 的 , 则 另 一 个 也 是 可 和 的 . 

命题 9-18 在 完备 赋 范 空间 里 , 所 有 绝对 可 和 的 族 是 可 和 的 . 


证 明 根据 定理 9-15, 只 需 证 明 如 果 族 (az) 是 绝对 可 和 的 , 则 它 必定 满足 Cauchy 
准则 . 
而 如 果 |lasl| 的 族 是 可 和 的 ， 则 它 满足 Cauchy 准则 ; 对 于 所 有 se > 0, 存在 
Je 多 ,使 得 对 于 所 有 跟 hh 不 交 的 Ke 多 ,有 
>》 oil <E. 
i€EK 
于 是 
IAxll = 2 < Dllasl, 从 而 4xllsg gs. 


i€EK 
于 是 族 (ai) 满足 人 准则 . 口 
必须 注意 到 , 在 赋 范 空间 中 一 个 族 可 以 是 可 和 的 , 但 不 是 绝对 可 和 的 . 这 里 
是 两 个 例子 : 1° 设 (所 ) 是 多 ([0,1], 了 R) 的 元 素 序 列 , 其 定义 是 : 


在 | 二 了 | 上 六 =tsin? 于 在 这 个 区 间 外 四 = 


则 有 
A 
故 族 (所 ) 不 是 绝对 可 和 的 ; 但 它 是 可 和 的 , 并 且 其 和 是 如 下 定义 的 函数 
如 果 t #0, f(t) = tsin2 i f(0) = 0. 
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2° 在 赋 范 向 量 空间 /2 里 , 设 ao" 是 第 ”个 坐标 为 n-! 而 其 余 坐 标 为 0 的 向 量 . 
由 于 jlanl = ”2 族 (on) 不 是 绝对 可 和 的 , 但 这 个 序列 是 可 和 的 , 其 和 是 


= (1,2—1,... ,一 …). 


》 


这 两 个 例子 只 不 过 是 下 列 一 般 断 言 的 特殊 情形 : 

在 所 有 无 限 维 的 赋 范 空间 里 , 总 存在 不 绝对 可 和 的 可 和 序列 (参见 习题 84). 
我 们 将 看 到 在 有 限 维 空间 里 , 情形 要 简单 许多 . 

命题 9-19 在 所 有 有 限 维 赋 范 空间 里 , 可 和 性 和 绝对 可 和 性 是 等 价 的 . 


证 明 KK 上 的 所 有 有 限 维 赋 范 空间 是 玉 上 的 有 限 维 赋 范 空间 ; 此 外 , 推论 7-3 
让 我 们 可 以 假定 这 后 一 个 空间 就 是 R", 其 范 数 是 


lz = >》 |zpl. 

由 于 R” 是 完备 的 , 所 有 在 R" 绝对 可 和 的 族 (a;) 是 可 和 的 . 反之 , 如 果 (an) 在 
R" 里 是 可 和 的 , 命题 9-3 表明 对 于 所 有 p < n, ui 的 第 p 个 坐标 的 族 (a?) 是 可 和 
的 ; 故 |af| 的 族 也 是 可 和 的 ; 由 于 oill = 学 |a?|, leil| 的 族 作为 ”个 可 和 族 的 和 是 可 

了 

和 的 . 口 

推论 9-20 对 于 复数 的 所 有 的 族 , 可 和 性 和 绝对 可 和 性 是 等 价 的 . 

多 重 线性 映射 和 可 和 族 我们 要 推广 在 9-14 得 到 的 有 关 实 数 的 两 个 族 的 乘积 
的 结果 . 

命题 9-21 设 妃 和 不 是 两 个 赋 范 空间 , 而 f 是 从 态 x 下 到 完备 赋 范 空间 G 
的 一 个 连续 双 线 性 映射 . 


设 (aijier (对 应 地 ，(bj)jeJ) 是 马 (对 应 地 , 拨 ) 的 可 和 族 , 其 和 为 4 (对 应 地 , B). 


如 果 这 两 个 族 是 绝对 可 和 的 ， 则 f(ai,b;) 的 族 也 是 绝对 可 和 的 ， 并 且 其 和 是 
f(4,B). 


证 明 由 于 f 是 连续 的 , 存在 (参见 命题 6-1) 一 个 常数 , 使 得 
对 于 所 有 zy 有 fz, < zl yll. 
于 是 有 
| (0, 区 让 科大 oil : lbsll; 


而 lail| 的 族 和 10 的 族 是 可 和 的 , 故 乘积 ||ail| : bj|| 的 族 也 是 可 和 的 (参见 9-14); 
随 之 f(ai,b;) 的 族 是 绝对 可 和 的 , 由 于 G 是 完备 的 , 故 它 是 可 和 的 . 
现在 注意 到 对 于 所 有 ae EE 有 f(a,b;) = fla, B), 因为 映射 y 一 f(a,y) 是 线 


性 的 和 连续 的 (参见 命题 9.3); 对 于 f(ai,b) 有 同样 的 注释 
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于 是 根据 和 的 结合 性 , 我 们 有 
2 job) EE > 5 re = 2 f(a, 8) = f(4, B). 口 


推论 9-22 设 (ai), (bj) 是 和 分 别 为 A 和 B 复数 的 两 个 可 和 族 , 则 乘积 (aib;) 
的 族 是 和 为 A.B 的 可 和 族 . 


事实 上 , 从 CxC 到 C 的 映射 (zx,y) 一 zy 是 双 线性 的 和 连续 的 . 


注 1° 命题 9-21 显然 可 以 推广 到 所 有 连续 多 重 线 性 映射 . 

2° 在 命题 9-21 中 的 断言 中 , 族 (a:) 和 (b;) 的 绝对 可 和 性 的 条 件 是 本 质 的 ; 反 
之 , 可 以 取消 其 中 的 G 是 完备 的 条 件 , 只 需 注 意 : 如 果 G 不 是 完备 的 , 可 以 把 它 租 
人 到 一 个 完备 赋 范 空间 里 (参见 习题 的 48 题 ). 


810. 级 数 . 级 数 的 比较 与 可 和 族 的 比较 


定义 10-1 设 (an)neN 是 交换 的 和 分 离 的 拓扑 群 G 的 元 素 的 序列 , 而 sn 是 部 
分 和 > ai. 


i&n 
如 果 序 列 (sn) 是 收敛 的 , 则 说 这 个 级 数 是 收 钱 的 ; 它 的 极限 (由 于 G 是 分 离 的 ， 
极限 是 唯一 的 ) s 称 为 级 数 的 和 , 并 且 把 它 记 做 叶 gan, 或 简单 地 记 做 内 a 
0 


当 它 不 收敛 时 , 就 说 它 是 发 散 的 . 


注 1° 把 由 序列 (a) 定义 的 级 数 用 符号 oo + ul 十 … 十 an 十.… 表示 是 方便 的 ; 
这 个 记号 按理 说 是 没有 意义 的 , 但 十 分 有 了 上 暗示 性 . 

我 们 更 简单 地 称 由 序列 (on) 定义 的 级 数 为 “ 通 项 为 ao。 的 级 数 ”, 或 干脆 说 “级 
数 (an)”. 

2° 有 时 候 把 指标 集 N 换 作 N*, 或 一 个 赋 以 了 与 N 的 序 同 构 的 序 的 指标 序列 . 

3。 如 果 G 上 的 运算 用 乘法 表示 ， 就 把 称谓 “级 数 ” 换 作 “ 无 穷 乘积 ”, 并 且 把 部 
分 乘积 pn = le 的 极限 记 做 To 

4° 当 an 是 实数 时 ， 我 们 也 谈论 级 数 (an) 在 展 内 的 收敛 , 如 果 lim s,, = +oo (或 
一 00), 则 说 和 是 +oo (或 -00). 


我 们 指出 , 对 于 级 数 有 类 似 于 9-2 和 9-3 的 断言 , 这 里 就 不 给 出 其 陈述 和 证 明了 . 


定义 10-2 ( Cauchy 准则 ) 我 们 说 一 般 项 an 在 G 里 的 级 数 满足 Cauchy 准 
则 , 如 果 它 的 部 分 和 (sn) 是 G 的 Cauchy 序列 , 换言之 , 对 于 O 的 所 有 领域 V, 存 
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在 一 个 整数 no, 使 得 关系 no < p< gq 蕴涵 
Sg 一 Sp EV， 或 (apHi 十 Qp42 十 … 十 Qq) EV. 

当 G 是 一 个 赋 范 空间 时 , 在 定义 里 把 邻 域 了 换 成 一 个 数 = > 0, 条 件 sg 一 sp EV 
换 成 sq 一 sp| < s, 会 更 加 方便 . 

命题 10-3 1° 所 有 收敛 级 数 满足 Cauchy 准则 . 

2° 反之 , 如 果 G 是 完备 赋 范 空间 , 则 所 有 满足 Cauchy 准则 的 级 数 是 收敛 的 . 

这 是 显然 的 , 因为 级 数 (on) 的 收敛 归结 为 序列 (s,) 的 收敛 . 

命题 10-4 对 于 所 有 满足 Cauchy 准则 的 级 数 (an) (特别 地 , 所 有 收敛 级 数 ), 序 
列 (an) 趋 于 0. 


事实 上 , 沿用 定义 10-2 中 的 记号 , 我 们 有 
对 于 所 有 n > mo,an+l = sn41 sn €V. 


我 们 提醒 ,这 个 命题 的 道 命题 即使 在 及 里 也 是 不 成 立 的 ， 比 如 , 通 项 为 

an = n-! 的 级 数 不 满 足 Cauchy 准则 , 因为 对 于 所 有 p, 有 sp - sp > 2-1; 不 过 
lim an = O. 

交换 性 和 结合 性 首先 研究 结合 性 , 这 比 研 究 交 换 性 来 得 容易 . 如 果 不 改变 一 个 级 
数 (on) 的 元 素 的 顺序 , 仅仅 组 合 它 的 项 , 那么 就 把 它 分 成 形式 如 (ap+1 二 ap+3 十 … 二 ao) 
的 片断 ; 我 们 可 以 陈述 : 

命题 10-5 设 (an) 是 G 的 一 个 序列 , 而 an 是 非 负 整数 的 一 个 严格 递增 序列 ; 
令 了 如 =》 ai, 其 中 求 和 指标 i 满足 an_1 i<an. 

如 果 级 数 (an) 满足 Cauchy 准则 , 则 级 数 (如 ) 也 满足 ， 如 果 第 一 个 级 数 收 和 全， 
则 第 二 个 也 收敛 , 并 且 它 们 的 和 相等 . 

事实 上 , 第 二 个 级 数 的 部 分 和 序列 是 第 一 个 级 数 部 分 和 序列 的 子 序列 . 

人 人 人、 可 能 会 磁 到 第 二 个 级 数 收敛 而 第 一 个 不 收敛 的 情形 : 比如 on = (1)", 而 


bn = Q2m 十 Q2m 十 1， 


定义 10-6 我 们 说 一 个 级 数 (an) 是 交换 收敛 的 , 如 果 对 于 N 的 所 有 置换 A, 级 
数 (ax(n)) 是 收敛 的 . 


我 们 注意 这 个 定义 并 未 事先 要 求 级 数 (os) 和 (av ) 的 和 相等 


定理 10-7 一 个 级 数 (an) 的 交换 收敛 性 等 价 于 它 的 可 和 性 . 
当 族 (an) 可 和 时 , (an) 的 和 等 于 每 个 级 数 (ar(n)) 的 和 . 


* 202 ， 第 三 章 拓扑 向 量 空间 


证 明 1° 假定 族 (a) 是 可 和 的 , 而 4 是 它 的 和 . 对 于 0 的 所 有 和 邻 域 V, 存在 有 
限 的 hcC N, 使 得 对 于 所 有 包含 hn 的 J， 有 4-A,eV. 

设 no 是 h 的 最 大 元 素 , 对 于 所 有 p > no,N 的 区 间 [0,p] 包含 Jo, 故 4 一 sp EV; 
换 句 话说 , 级 数 (cs) 有 和 4. 这 个 推理 显然 适用 于 每 个 级 数 (ax()). 

2° 反之 , 假定 族 (on) 不 是 可 和 的 . 那么 有 两 种 可 能 : 

a) 族 (on) 不 满足 Cauchy 准则 ; 那么 存在 O 的 一 个 邻 域 V, 使 得 对 于 所 有 有 限 
的 JC N, 存在 这 样 的 有 限 的 K(J) c NJ 其 相应 的 和 Ak(y) 4V. 

令 帮 = 8; 一 般 地 令 有 41 = JnUK(). 诸 集 K(.) 是 N 的 有 限 子 集 , 两 两 不 
交 , 并 且 有 

Ak(J,) ¢V. 


容易 构造 N 的 一 个 置换 r, 使 得 在 序列 (arm)) 里 , 使 得 下 标 mn € K(Jp) (对 于 
固定 的 p) 的 元 素 ov 是 接连 出 现 的 . 

令 bn = axr(n); 级 数 (bn) 不 满足 Cauchy 准则 , 这 是 因为 它 包含 无 穷 多 个 不 交 的 
“片断 ”, 每 个 片断 的 和 都 在 V 之 外 . 

于 是 级 数 (cn) 不 是 交换 收敛 的 . 

b) 族 (an) 满足 Cauchy 准则 ; 我 们 将 证 明 由 an 形成 的 任何 级 数 都 不 是 收敛 的 : 
比如 , 假定 级 数 (on) 是 收敛 的 , 以 4 为 它 的 和 . 对 于 0 的 所 有 邻 域 V, 存在 一 个 有 
限 的 .hoc N, 使 得 对 于 所 有 跟 hh 不 交 的 有 限 的 K, 都 有 Ak eV; 但 是 还 存在 一 个 
整数 no, 使 得 Ak。e 4 十 V (其 中 Ko = {1,2,… ,no}). 

于 是 有 

对 于 所 有 有 限 的 K C N, Ajukouk E A+(V+V). 


由 于 (V 十 V) 是 任意 小 的 , 这 个 关系 表明 族 (an) 是 可 和 的 , 其 和 为 4, 与 假设 
矛盾 . 口 

在 赋 范 空间 里 的 绝对 收敛 级 数 

定义 10-8 设 互 是 一 个 赋 范 空间 ; 我 们 说 媚 里 的 一 个 级 数 (an) 是 绝对 收敛 
的 , 如 果 通 项 为 ||an| 的 级 数 是 收敛 的 . 

这 个 定义 把 我 们 引导 到 正 项 级 数 的 研究 . 

定义 10-9 设 (an) 是 一 个 正 项 级 数 ; 下 面 三 个 断言 是 等 价 的 : 

1° 级 数 (an) 是 收敛 的 ; 

2° 有 限 和 sn 的 集合 是 有 上 界 的 ; 

3° 族 (an) 是 可 和 的 . 

证 明 1° 全 2" 因为 序列 (s") 是 递增 的 , 如 果 lim s" = s, 则 对 于 所 有 n,sn < s. 

2° 二 3” 由 于 和 4x 不 超过 某 个 和 Ahlon] = sn, 如 果 sh, < k, 则 和 4x 有 上 界 ， 
由 此 得 到 族 (a,) 的 可 和 人 性. 
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3" 僵 1" 根据 定理 10-7, 可 和 性 蕴涵 级 数 的 收敛 性 (甚至 交换 收敛 性 ). 口 

推论 10-10 在 一 个 赋 范 空间 里 , 一 个 级 数 (an) 是 绝对 收敛 的 等 价 于 族 (an) 是 
绝对 可 和 的 . 

推论 10-11 在 一 个 完备 赋 范 空间 里 , 所 有 绝对 收敛 的 级 数 是 交换 收敛 的 . 

这 最 后 一 个 推论 从 断言 9-18, 10-7 和 10-10 得 到 . 

命题 10-12 (有 限 维 空间 情形 ) 设 (a,,) 是 有 限 维 赋 范 空间 的 元 素 的 一 个 序列 . 
下 列 断 言 是 等 价 的 : 

1° 级 数 (an) 是 交换 收敛 的 ; 

2° 级 数 (an) 是 绝对 收敛 的 ; 

3° 族 (an) 是 可 和 的 ; 

4° 族 (an) 是 绝对 可 和 的 . 
这 是 断言 9-19, 10-10 和 10-11 的 推论 . 

这 个 命题 特别 可 以 应 用 于 复数 的 级 数 . 

半 收 和 敛 级 数 10-13 通 项 为 (-1)*n-! 的 交错 调和 级 数 提供 了 收敛 但 不 交换 收 
敛 的 级 数 的 例子 ; 有 时 候 称 这 样 的 级 数 为 半 收 敛 的 . 这 个 术语 相当 能 够 引起 联想 , 但 
千 万 不 要 滥用 ; 比如 说 , 如 果 级 数 (a,) 是 半 收 全 的 , 则 级 数 (-an) 也 是 半 收 敛 的 , 但 
是 它们 的 和 却 是 交换 收敛 的 , 从 而 不 是 半 收 钱 的 . 也 不 存在 真正 意义 上 的 半 收 敛 判 
别 法 ; 仅 有 收敛 性 的 (充分 ) 判别 法 , 它 并 不 关心 级 数 是 否 交换 收敛 . 

这 种 类 型 的 最 有 用 判别 法 由 Abel 的 简单 不 等 式 提供 . 

引 理 10-14 设 (an) 是 赋 范 空间 妃 的 元 素 的 一 个 序列 ; 而 (Mn) 是 正 数 的 一 个 
递减 序列 ; 令 


jn = sup ||an, 十 Qn+1 十 … 十 an+p||. 
p>0 
则 对 于 所 有 n,p 有 
| Xuan 二 An 二 1Qmn+1 二 Mnt+pantp|| < Mn kn. 


证 明 令 tp = an 十 anti 十 … 十 antp; 利用 称 为 Abel 变换 的 一 个 简单 变换 (类 
似 于 分 部 积分 ), 可 以 写 出 


| Anan 十 Mntianti 十 … 十 和 npan+al| 
= | Anbno 十 An+i(bnl — bn,0) + :+ Antp(bn,p — bn,p—1)| 
= | On — Xn+1)bno t+ (Mntp-1 — Mntp)bn,p—1 + Mntpbn,pll 
S kn ((An 一 Xn+1) t+ (Mntp-l — Mtp) + Mntp) = Mnkn. 口 
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从 这 个 引 理 推导 出 , 如 果 序列 (njn) 趋 于 0, 则 级 数 (Xnan) 满足 Cauchy 准则 ; 
于 是 , 利用 序列 (和) 递减 的 事实 , 在 下 面 命题 所 说 的 两 个 情形 下 ,和 .an 的 级 数 会 是 
收敛 的 : 

命题 10-15 (Abel 法 则 ) 设 (an) 是 完备 赋 范 空间 媚 的 元 素 的 一 个 序列 , 而 
(An) 是 正 数 的 一 个 递减 序列 . 

在 下 列 的 每 个 情形 下 , 级 数 (Anan) 是 收敛 的 : 

a) 级 数 (an) 是 收敛 的 ; 

b) 和 sn = (Qo 十 Qi 十 … 十 Qn) 的 集合 在 媚 里 是 有 界 的 , 并 且 lim 》n =0. 


证 明 由 于 EE 是 完备 的 , 根据 引 理 10-14, 只 需 验证 和 nkn 的 序列 趋 于 0. 

在 情形 a), 级 数 (on) 的 收敛 性 蕴涵 lim kn = 0; 而 和 .< Xo, 故 和 nkn < Xokn， 
由 此 得 到 结果 . 

在 情形 b), 关系 an 十 anti 十 … 十 antp = sntp 一 sn_1 表明 各， 的 集合 是 有 界 
的 ; 故 存 在 一 个 数 k > 0, 使 得 < ;于 是 有 和 nkn < Ank, 故 lim nkn=0.、 口 


例 10-16 如 果实 数 的 级 数 通 项 的 形式 是 man, 其 中 an = (-1)", 而 和 >0 
(或 n. < 0, 但 是 改变 每 项 的 符号 就 归结 为 前 者 ), 则 称 此 级 数 为 交错 级 数 . 

条 件 ||sn| < 是 满足 的 , 因为 s = 0 或 1. 于 是 如 果 和 递减 地 趋 于 0, 通 项 为 
(一 1)"Xn 的 交错 级 数 是 收敛 的 . 


10-17 取 an 是 复数 kp", 其 中 |k|=1, 但 k 关 1. 关系 s% = (1 一 k"+1)/(1 -他 
表明 


lsn| < 2 |1— kl-1. 


于 是 , 沿用 前 面 的 记号 , 当 入 , 是 极限 为 0 的 递减 正 数 序列 的 时 候 , 级 数 (A 和 wk") 
收敛 . 

这 时 , 实 部 (对 应 地 , 虚 部 ) 的 级 数 也 收敛 ; 换言之 , 如 果 令 上 = et, 则 通 项 为 
An cosnt (对 应 地 , Aan sin nt) 的 级 数 对 于 所 有 t 关 0 ( 模 27) 收敛 . 


数值 级 数 的 研究 方法 10-18 核心 思想 是 研究 一 般 项 an 的 状态 ; 如 果 它 不 趋 于 
0, 那么 级 数 发 散 ; 如 果 它 趋 于 0, 则 进一步 考察 绝对 值 |a,| 的 级 数 是 否 收敛 . 

为 此 , 如 果 |an| 的 表达 式 复 杂 , 就 力图 把 |a,,| 放大 为 一 个 一 个 更 便于 研究 的 正 项 
级 数 的 通 项 ; 比如 , 如 果 an = n-?cosn, 则 有 |an| < n-?, 由 此 得 到 绝对 收敛 性 ; 如 果 
lan| 有 简单 且 有 规律 的 形成 法 则 , 就 尝试 利用 通过 |ao+il/lan| 或 lol 的 limsup 
表达 的 判别 法 (参见 8-6). 但 是 强 有 力 的 一 般 的 法 则 在 于 研究 |on| 收敛 到 0 的 速度 . 

如 果 |an| 的 级 数 发 散 , 可 以 尝试 应 用 Abel 法 则 : 理论 上 它 总 是 可 以 应 用 的 ( 参 
见习 题 的 107 题 和 108 题 ), 不 过 除去 在 10-16 和 10-17 指出 的 情形 之 外 , 它 派 上 用 
场 的 情形 是 稀少 的 . 
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最 后 , 不 要 忘记 级 数 (an) 的 收敛 就 是 序列 (s") 的 收敛 . 比如 , 在 函数 展开 成 级 
数 的 研究 里 , 当 有 了 等 式 


f(t) = a0(t) + ai(t) + + an(t) + rn(t), 
对 于 给 定 的 忆 如 果 lim rn(t) = 0, 则 通 项 为 an(t) 的 级 数 是 收敛 的 ,并且 其 和 是 f(t). 


$11. 函数 级 数 与 函数 可 和 族 
这 里 我 们 要 研究 的 级 数 和 可 和 族 , 其 元 素 依赖 一 个 参数 , 换 名 话说 , 这 是 函数 的 
级 数 和 可 和 族 . 我 们 仅 对 于 可 和 族 明确 表述 结果 ; 适当 改写 就 得 到 关于 级 数 的 结果 . 


定义 11-1 设 X 一 个 是 任意 集合 ; G 是 一 个 交换 的 和 分 离 的 拓扑 群 ，ai(zjicr 
是 从 天 到 G 内 的 映射 的 一 个 族 . 

我 们 说 族 (ai(z)) 在 久 上 是 一 致 可 和 的 , 如 果 对 于 所 有 ze X, 它 是 可 和 的 (其 
和 为 s(z)), 并 且 有 限 部 分 和 sj = 于 ai 一 致 收敛 到 s, 即 对 于 0 的 所 有 邻 域 V, 存 


i€J 
在 一 个 有 限 的 万 CI 使 得 对 于 所 有 包含 万 的 有 限 的 J 和 所 有 z E X, 有 
s(Z) 一 sjJ(zZ) EV. 
对 于 级 数 (au(z)), 一 致 收敛 性 表示 序列 sn = ao + a1 十 … 十 an 一 致 收敛 到 s. 


命题 11-2 设 族 (ai(z)) 对 于 所 有 ze X 是 可 和 的 , 则 下 列 断言 是 等 价 的 : 

1° 族 在 X 上 是 一 致 可 和 的 ; 

2° (一 致 Cauchy 准则 .) 对 于 O 的 所 有 领域 V, 存在 有 限 的 0 CT, 使 得 对 于 所 
有 与 几 不 交 的 有 限 的 KK 和 所 有 ze X, 有 sKr(z) EV. 


证 明 1° 寺 2*.， 设 U 是 O 的 一 个 对 称 邻 域 , 使 得 U+UcV. 根据 假设 , 存在 
有 限 的 bh C7 使 得 对 于 所 有 与 h 的 不 相交 的 有 限 的 K 和 所 有 z e X, 有 


s(7) — sj (7) EUi s(Z) — suK(X) EU, 


sK(Z)EU+ CTU 


2° 一 1?， 假设 的 条 件 蕴 涵 对 于 O 的 所 有 邻 域 V, 存在 有 限 的 hc 了 使 得 对 
于 所 有 包含 hh 的 有 限 的 了, 对 于 所 有 ze 和 有 


syr(z) -sy(z) EV. 
设 Y 是 闭 的 , 固定 J; 对 于 所 有 x e X, s(z) 是 和 sr(z) 的 极限 , 故 有 
s(z) -sy(z) EV 
由 于 闭 的 Y 构成 O 的 邻 域 基 , 这 就 证 明了 族 的 一 致 可 和 性 . 口 
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注 当 G 是 一 个 赋 范 空间 时 , 更 喜欢 把 条 件 sk(z) eV 表示 成 ||sg(z)|| < es. 
推论 11-3 设 (ai) 是 从 集合 X 到 一 个 完备 赋 范 空间 忆 的 映射 的 一 个 族 . 
为 了 族 (ai(z)) 在 天 上 是 一 致 可 和 的 , 必须 且 只 需 它 满足 一 致 Cauchy 准则 . 


证 明 如 果 族 是 一 致 可 和 的 , 根据 命题 11-2, 它 满足 一 致 cauchy 准则 . 反之 , 如 
果 这 个 准则 是 满足 的 , 由 于 EE 是 完备 的 , 对 于 所 有 x e X, 族 (ai(z)) 是 可 和 的 ( 参 
见 定 理 9-15); 于 是 根据 11-2, 它 是 一 致 可 和 的 . 口 


命题 11-4 设 (ai) 是 从 拓扑 空间 和 到 赋 范 空间 互 的 映射 的 一 个 族 . 
如 果 每 个 ui 是 连续 的 , 并 且 族 (ai) 是 一 致 可 和 的 , 则 它 的 和 也 是 连续 的 . 


事实 上 , 对 于 所 有 se > 0, 存在 了 里 的 有 限 子 集 , 使 得 对 于 所 有 ze XX 有 
ls(z) 一 sm(z 川 < < 


于 是 s 是 函数 sm 的 一 致 极限 ; 由 于 sm 是 连续 的 , 故 s 也 是 如 此 . 

范 数 收敛” 证明 函 数 族 的 一 致 可 和 性 并 不 总 是 容易 的 ; 人 们 渴望 拥有 方便 的 充 
分 条 件 . 在 有 界 函 数 空间 多 (X,E) 里 的 绝对 可 和 性 正 是 这 样 的 条 件 . 

定义 11-5 设 (ai)ier 是 从 集合 X 到 赋 范 空间 马 的 映射 的 一 个 族 ; 我 们 说 这 个 
族 在 X 是 范 数 可 和 的 , 如 果 存 在 非 负数 的 一 个 可 和 族 (ki)ier, 使 得 对 于 所 有 i € I 
和 所 有 ze 和 有 lai(z)| < i. 

这 个 条 件 可 以 更 简单 地 表示 为 


2 


>》 loil<co， 其 中 lai] = sup |lai(z)|. 
EX 


我 们 注意 到 在 这 个 定义 里 ， 修 饰 词 “ 范 数 ”就 是 为 了 提醒 用 到 了 一 致 收敛 
“ 范 数 ”. 

命题 11-6 所 有 从 集合 叉 到 一 个 完备 赋 范 空间 的 映射 的 范 数 可 和 的 族 是 一 臻 
可 和 的 ， 

证 明 由 于 ki 的 族 是 可 和 的 , 不 等 式 

中 > ai(z) < >》 态 
iEK iEK 

表明 : 族 (ai) 满足 一 致 Cauchy 准则 ; 根据 推论 11-3 即 得 它 的 一 致 可 和 性 . 口 

定义 11-5 和 命题 11-6 容易 改写 得 适用 于 级 数 情形 . 

各 种 收敛 模式 的 比较 11-7 对 于 所 有 从 X 到 一 个 赋 范 空间 EE 的 映射 的 族 (ai)， 
我 们 定义 了 简单 、 一 致 、 绝 对 和 范 数 等 可 和 性 . 对 于 级 数 的 收敛 性 有 同样 的 区 别 . 
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可 和 性 或 收敛 性 的 不 同 模式 之 间 的 关系 , 初学 者 往往 混淆 不 清 ; 故此 对 这 些 关系 
我 们 再 多 说 几 句 . 
这 里 仅 考察 级 数 情 形 ; 为 了 避免 在 妃 不 完备 时 产生 的 其 他 层次 的 困难 , 我 们 假 
定 是 完备 的 . 
上 面 建立 的 命题 提供 下 列 示意 图 : 
绝对 收敛 
光 数 收 化 六 简单 收 人 
一 致 收敛 


显然 可 以 得 到 ( 范 数 收敛 ) = (简单 收敛 ), 但 是 我 们 将 借助 几 个 例子 确信 除去 写 
明 的 五 个 蕴涵 外 , 再 没有 其 他 的 蕴涵 .， 即使 涉及 的 是 [0, 1] 上 的 连续 数值 函数 : 


11-8 (对 于 所 有 z) 的 绝对 收敛 不 蕴涵 一 致 收敛 . 
事实 上 , 对 于 所 有 z e [0,1], 令 


an (x) a (z” a: rz"t1) 


级 数 (an(z)) 是 正 的 , 并 且 对 于 所 有 z 收敛 , 故 绝对 收敛 . 
但 是 


U 


如 果 z 关 1 则 s(z) =1, 如 果 z=1, 则 s(x) = 0. 


由 于 sn(z) 是 连续 的 , 如 果 收 敛 是 一 致 的 , 其 和 应 该 是 连续 的 ; 由 于 s 不 是 连 
续 的 , 故 收敛 不 是 一 致 的 . 


11-9 反之 , 一致 收 敛 不 蕴涵 绝对 收敛 . 
事实 上 , 令 
对 于 所 有 x e [0,1 和 所 有 m > 1 an(z) = (1)"n-l. 


级 数 (au(z)) 一 致 收敛 , 但 是 对 于 任何 z, 它 都 不 绝对 收敛 . 


11-10 最 后 指出 , 一 致 收敛 和 绝对 收敛 合 起 来 也 不 蕴涵 范 数 收 敛 : 只 需 取 在 命 
题 9-18 之 后 的 例 1 中 所 用 的 级 数 (f). 


应 用 11-11 设 a,6 是 两 个 非 零 复 数 , 它们 的 商 不 是 实数 ; 用 P 表示 C 的 形式 
如 
wp,g 二 pa 十 qB， 其 中 p 和 ge2z; 


的 复数 组 成 的 子 集 , 这 是 C 的 一 个 加 法 子 群 , 它 的 每 个 点 都 是 孤立 点 . 
用 ap 表示 由 


Qo0,0(z) = PR 如 果 (p,q) A (0, 0), ap,a(z) = wp,g) 一 tp 
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在 CNP 定义 的 函数 . 

我 们 将 指出 : 对 于 C 的 所 有 紧 致 子 集 K, 从 族 (ap,a) 抽取 掉 一 个 适当 的 有 限 子 
族 后 得 到 的 族 在 天 上 是 一 致 可 和 的 . 

事实 上 , 取 定 p > 0; 从 族 (ar v) 取消 使 得 jw | < 2p 的 项 . 

设 |w| > 2p, 而 |z| < p, 我 们 有 


1 1 3w| _ 12p 
Zw) 3 202 < |o| jl2| 二 ao|2 < |w|3- 

而 lwp,al 3 (其 中 (p,9) 取 (0,0)) 的 族 是 可 和 的 ; 事实 上 , 我 们 注意 wp,a| > 
k(lp| + lgl), 其 中 是 一 个 正 数 (利用 事实 : |za + y6| 和 (lz| + |yl) 是 C 上 的 范 数 ). 
于 是 


Zz(2w — z) 
w2(z — w)? 


Dw < Dk (p+l) <4k 3 YY w+. 
(p,q)#¥(0,0) 

由 于 (p+g) 习 (其 中 p,q € N, (p,q) 关 (0,0)) 的 族 是 可 和 的 (参见 8-7), 故 |wp,a| 
的 族 也 是 可 和 的 . 

于 是 在 去 掉 有 限 数目 的 项 之 后 , or 。 的 族 在 圆 盘 |z| < p 上 是 范 数 收敛 的 ; 由 于 
所 考虑 的 ay 在 这 个 圆 盘 上 是 连续 的 (甚至 是 全 纯 的 ), 它们 的 和 在 这 个 圆 盘 上 是 连 
续 的 (甚至 是 全 纯 的 ). 

于 是 所 有 ar 的 和 f 在 (CNP) 是 全 纯 的 , 更 准确 地 说 , 它 在 C 是 亚 纯 的 @, P 
是 极点 的 集合 , f 在 极点 wy 的 奇异 部 分 是 (z - wp g)-2. 

这 个 函数 /在 双 周 期 半 纯 函数 的 研究 中 扮演 重要 角色 . 


$12. 复数 可 乘 族 与 复数 无 穷 乘积 


可 和 族 和 级 数 在 9, 10 两 节 已 经 在 交换 的 和 分 离 的 拓扑 群 里 定义 ; 并 且 我 们 曾 
经 指出 当 群 运算 记 做 乘法 时 , 就 改称 这 个 族 是 可 乘 族 和 无 穷 乘积 . 

当 群 G 是 非 零 复 数 的 赋 以 由 C 诱导 的 拓扑 的 乘法 群 C* 时 就 是 这 种 特殊 情形 . 

由 于 在 一 般 群 里 发 展 的 理论 能 够 应 用 到 C*, 一 般 的 结论 可 以 直接 在 C* 里 表述 . 
但 是 , 复数 的 可 乘 族 在 全 纯 函 数理 论 里 的 起 关键 作用 的 应 用 引导 我 们 稍 许 修改 可 乘 
族 和 无 穷 乘积 的 定义 , 以 便 不 再 排除 0 作为 无 穷 乘 积 的 值 . 这 个 推广 由 于 C 是 完备 
距离 空间 这 一 事实 也 将 简化 理论 的 陈述 . 

设 (aijier 是 C 的 元 素 的 一 个 族 ; 继续 沿用 定义 8-1 中 采用 的 记号 多 和 多 对 
于 所 有 J e 多 , 我 们 把 有 限 乘积 ai 表示 为 py. 


定义 12-1 我 们 说 C 的 元 素 的 一 个 族 (aijier 是 在 C 可 乘 的 , 并 且 p 是 乘积 ， 
如 果 对 于 所 有 e > 0, 存在 hE 多 ,使 得 对 于 所 有 包含 有 hn 的 Je, 有 |p-ps|<<e. 
Q@ / 是 亚 纯 的 , 如 果 在 C 的 所 有 点 , 它 等 于 两 个 全 纯 函数 的 商 . 
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乘积 p 记 做 Lo 或 JU 或 Tai. 
如 果 p 关 0， 则 说 这 个 族 在 C* 是 可 乘 的 . 


换言之 , 说 族 (ai) 是 可 乘 的 , 并 且 乘 积 为 p, 如果 pj 沿 滤 子 基 多 收敛 到 yp. 

2 的 唯一 性 由 C 的 拓扑 的 分 离 性 得 到 . 

我 们 注意 如 果 p 关 0, 则 对 于 所 有 i, 有 ou 关 0. 定义 12-1 就 跟 在 拓扑 群 C* 里 的 
可 乘 性 的 定义 一 致 ( 故 在 12-1 里 用 的 术语 是 合适 的 ). 

用 类 似 的 方式 , 通过 部 分 乘积 pn = II oz 的 序列 收敛 到 p 定义 通 项 为 on (其 中 


ne N 或 N*) 的 无 穷 乘 积 的 收敛 性 . 


(1 二 wi) 的 可 乘 性 和 wi 的 可 和 性 之 间 的 关系 ”对 于 C* 里 的 所 有 可 乘 族 (ai), 除 
有 限 个 u 之 外 , 诸 a; 都 跟 1 接近 到 =, 这 个 事实 引导 至 令 ai = (1 十 wi). 

这 个 形式 不 仅 有 了 暗示 性 , 而 且 引 导 到 下 列 定理 , 它 成 为 可 乘 性 和 可 和 性 之 间 的 
一 个 桥梁 . 


定理 12-2 设 C 的 元 素 的 一 个 族 (1 十 wi)jier 使 得 对 于 所 有 ie 六 1+ 卫 天 0. 
则 族 (wi) 的 可 和 性 等 价 于 族 (1 十 由 ) 在 C* 里 的 可 乘 性 . 


证 明 对 于 > eC, 令 
f(z)=e* = 多 


全 纯 函 数 的 初等 理论 建立 了 我 们 要 援引 的 下 列 性 质 (参见 习题 中 的 第 144 题 ): 
a) 函数 f ( 称 为 “指数 函数 ”) 是 从 加 法 群 C 到 乘法 群 C* 的 一 个 连续 表示 . 
b) 如 果 令 了 = {z : |z| < #}, 集合 W = f(V) 是 1 的 一 个 闭 邻 域 , 并 且 f 在 V 
上 的 限制 是 从 V 到 f(V) 的 一 个 全 纯 表示 . 
我 们 还 会 用 到 下 列 关系 , 其 验证 是 初等 的 : 


对 于 所 有 a e V，3lal < |f(@) -1| < 2lal. 


普 助 推论 9-20, 利用 这 个 关系 可 以 证 明 下 列 性 质 : 

c) 对 于 的 元 素 的 所 有 的 族 (ai), 存在 ai 的 可 和 性 和 (f(a) -1) 的 可 和 性 之 
间 的 等 价 性 . 

1° 假定 所 有 (1 ++wi) 属于 W, 并 且 用 oi 表示 Y 的 使 得 f(a;) = 1 + wi 的 元 素 ; 
性 质 c) 表明 : 如 果 wi 的 族 是 可 和 的 , 则 oi 的 族 也 可 和 . 而 由 于 f 是 一 个 从 C 到 CC* 
内 的 一 个 连续 表示 , 命题 9-3 表明 f(a;) = 1 + wi 的 族 是 可 乘 的 , 并 且 它 的 乘积 不 等 
于 0. 

当 wi 组 成 任意 可 和 族 时 , 所 有 wi, 除去 它们 中 的 有 限 个 外 , 属于 0 的 邻 域 (1 十 
W). 于 是 根据 刚才 所 确立 的 断言 , 对 应 的 1 + wi 的 族 是 可 乘 的 , 并 且 它 们 的 乘积 不 
等 于 0. 于 是 原来 的 族 是 可 乘 的 , 并 且 如 果 所 有 (1 十 wi) 尖 0, 则 其 乘积 不 等 于 0. 
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2° 反之 , 如 果 (1 + wjier 是 在 C* 内 的 可 乘 族 , 使 得 所 有 有 限 乘积 py 属于 W; 
而 p 是 它 的 乘积 , 由 于 W 是 闭 的 , 故 有 p e W. 
设 wm 是 V 的 满足 f(as) = 1+3 的 点 ; 而 s 是 V 的 满足 f(s) = 2 的 点 ; 对 于 


所 有 J € 多 , 令 sj = Dy ai. 
ziE .7 


性 质 a) 表明 f(sJ) = py, 于 是 根据 性 质 b)，zy 收敛 到 p 蕴涵 。 收敛 到 。 于 
是 a 的 族 是 可 和 的 , 并 且 其 和 是 。 性 质 c) 则 最 后 表明 w = (f(as) - 1) 的 族 是 可 
和 的 . 

现在 假定 (1 + ww) 组 成 在 C* 里 的 任意 一 个 可 乘 族 . 它 必 然 满足 Cauchy 准则 
(参见 推论 9-6); 于 是 在 去 掉 有 限 数目 的 项 以 后 , 留 下 的 族 的 所 有 部 分 乘积 在 W 内 ， 
根据 1° 开头 的 断言 , 这 个 族 的 ww 是 可 和 的 , 由 此 得 到 原来 的 族 的 可 和 性 . 0 


注 12-3 这 个 证 明 原 则 上 特别 简单 , 不 足 之 处 在 于 要 用 到 全 纯 函数 的 理论 . 知 
道 定理 的 最 有 用 部 分 的 一 个 初等 证 明 是 侥 有 兴味 的 : 
假定 族 (w) 是 可 和 的 , 于 是 它 是 绝对 可 和 的 , 令 
>》 ui = 大 
i€I 
对 于 所 有 有 限 的 J,K c 1, 我 们 有 
三 hui 


| 和 [Ga + mw < ee 
i€EJ 


lpx —1|< (He + |) 一 < ( 一 !) <e* luil.D (2) 
iEK iEK 
对 于 所 有 < > 0, 存在 有 限 的 Jo c 7 使 得 对 于 所 有 有 限 的 与 h 不 交 的 天 , 有 
>》 ， lui| < <. 
iEK 


从 而 利用 (1) 和 (2), 我 们 还 有 


k 
<e 


， (1 


[pjouk 一 Djo| = pm :lpr — 1| < sex. (3) 


于 是 从 多 到 C 的 映射 y 一 py 满足 Cauchy 条 件 ( 见 第 一 章 定义 20-7), 故 它 在 
C 里 沿 有 序 集 多 收敛 ; 换 句 话说 , 族 (1 +w) 在 C 内 是 可 乘 的 . 

现在 设 对 于 所 有 的 i, (1 + wi) 去 0, 则 对 于 所 有 有 限 的 0, 有 pm 关 0, 另 一 方面 ， 
如 果 对 于 所 有 i, 有 |wi| < 志 (可 以 这 样 假设 ), 则 对 于 所 有 有 限 的 K, 有 


lpxl > [LG — hil) > (Hara) > 


i€EK i€EK 


外 利 用 初等 不 等 式 , 对 于 所 有 a > 0,e* 一 1= ex(l - ec) < aee. 
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由 此 得 到 p 关 0. 


无 穷 乘 积 所 有 前 面 对 于 任意 交换 群 所 叙述 的 内 容 都 显然 可 以 应 用 到 乘法 群 
C*; 比如 定理 10-7 就 让 我 们 可 以 陈述 为 : 


命题 12-4 通 项 为 (1 十 wn) 的 无 穷 乘积 在 C* 内 交换 收 第 等 价 于 (1 十 如 ) 的 族 
在 C* 内 是 可 乘 的 . 
于 是 每 个 无 穷 乘积 等 于 族 (1 + un) 的 乘积 . 


当 一 个 无 穷 乘积 具有 这 个 性 质 时 , 有 时 就 说 它 是 绝对 收敛 的 (暗示 族 (lui|) 的 可 
和 性 ). 

半 收 全 的 无 穷 乘 积 ” 像 对 于 半 收 敛 级 数 一 样 , 我 们 说 通 项 为 (1 + w) 的 无 穷 乘 
积 是 半 收 敛 的 , 如 果 它 是 收敛 的 , 但 不 是 交换 收敛 的 . 

通过 与 定理 12-2 的 类 比 , 或 许 会 认为 在 (1+ wn) 的 无 穷 乘积 的 半 收 敛 性 和 级 数 
(un) 的 半 收 敛 性 之 间 有 等 价 性 ; 我 们 将 看 到 当 wn 是 实数 时 , 差不多 是 这 样 , 但 是 当 
它们 是 复数 时 , 却 并 非 如 此 . 


命题 12-5 设 (un) 是 极限 为 0 的 实数 序列 , 并 且 对 于 所 有 的 n,1 十 un 尖 0. 

1? 如 果 级 数 (wn) 是 收敛 的 , 则 (1 十 un) 的 乘积 收敛 到 一 个 数 p € 月; 如 果 
2 <o00, 则 p 关 0; 如 果 ju? 二 oo0, 则 p=0. 

2° 反之 , 如 果 (1 十 un) 的 乘积 收敛 到 一 个 数 p 关 0, 则 当 iw2? < oo 时 , 级 数 
(wun) 收敛 , 当 jw? = oo 时 , 级 数 的 和 为 十 oc. 


证 明 在 去 掉 有 限 项 之 后 , 可 以 假定 对 于 所 有 的 n 有 |un| < 1. 这 样 就 引导 我 
们 利用 从 乘法 群 R* 到 加 法 群 R 上 的 同 构 x 一 Log z: 如 果 令 an = Log(1 + un)， 
(1 十 wun) 的 乘积 收敛 到 p 等 价 于 an 的 级 数 收敛 到 Logp. 

我 们 有 


2 
Qn = Log(l + vn) = un, 一 好 (1 十 en)， 其 中 ,lim en =0. 


由 于 级 数 (w2) 是 正 的 , 这 个 关系 表明 当 并 好 < oo 时 , 级 数 (ww), (an) 之 一 的 
收敛 性 蕴涵 男 一 个 的 收敛 性 . 

当 (un) 收敛 , 并 且 于 Ww2 = oo 时 , 我 人 有 并 a = -oo, 故 p=0 

反之 , 当 (an) 收敛 , 并且 工人 妈 = oo 时 , 我 们 有 并 un = +oo. 吕 


注 当 p= 0 时 , 这 等 价 于 》oan = 一 00, 状况 会 更 复杂 ; 级 数 (wn) 可 能 收敛, 或 
发 散 到 +oo 抑或 -oo, 或 发 散 但 既 不 发 散 到 +oo, 也 不 发 散 到 -oo. 


一 般 情形 12-6 ”前 面 的 证 明 彰显 了 对 数 函 数 的 功用 ; 当 w 是 复数 时 , 我 们 再 次 
起 用 它 . 
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设 (1 + 如 ) 是 无 穷 乘积 的 通 项 , 使 得 limw,, = 0. 沿用 定理 12-2 的 证 明 中 采用 
的 记号 , 对 于 所 有 充分 大 的 n, 我 们 有 (1 十 wn) e W, 于 是 (1 十 un) 有 形式 exp on, 其 
中 on, eV; 如 果 用 Log 表示 f 在 W 内 的 反 函 数 f-!, 则 有 


Qn = Log(1 + wun). 


我 们 可 以 陈述 : (1 + wn) 的 无 穷 乘积 在 C* 里 的 收敛 性 等 价 于 an = Log(1 十 un) 
的 级 数 的 收敛 性 . 
全 纯 函数 的 初等 理论 指出 
一 1)2 十 19 


2 
对 于 1+we W, 有 a=LosQ + 加 =w 一 所 二 十 人 


在 实际 应 用 中 , 正 是 这 个 关于 的 震级 数 让 我 们 得 到 一 个 无 穷 乘 积 收敛 与 否 的 
结论 . 


例 1 如 果 lu2| 的 级 数 收敛 , 关系 
a= Log(l+u)=u— a 十 e(w))， 其 中 lim e(w) =0. 
表明 级 数 (w) 和 (a) 同时 收敛 或 发 散 . 


例 2 反之 , 这 里 有 一 个 例子 说 明 : 如 果 级 数 ( 必 ) 不 是 绝对 收敛 的 , 有 可 能 级 数 
(un) 收敛 而 (1 + un) 的 乘积 在 不 论 在 C 里 , 还 是 在 添加 一 个 无 穷 远 点 的 C 里 , 都 不 
收敛 . 

按照 Logn 的 整数 部 分 是 偶数 , 或 是 奇数 , 令 ww = (-1)?"m- 二 或 计 一 D"m 一 二 

可 以 验证 : 级 数 (w) 是 收敛 的 , 级 数 (w3) 是 绝对 收敛 的 ; 而 级 数 (wu2) 是 发 散 
的 , 并 且 它 的 部 分 和 sn 的 序列 拥有 一 个 (不 退缩 为 R 的 一 个 点 的 ) 闭 区 间 的 所 有 点 
作为 附着 值 . 于 是 从 关系 


a=Log(l+wu)=u—— 


13 ， 
元 十 可 (+e(o)， 其 中 lim el(w) = 0， 


得 到 部 分 乘积 II + up) 的 序列 拥有 一 个 有 界 区 间 的 诸 点 作为 附着 值 , 该 区 间 位 于 
通过 0 的 一 条 直线 上 . 

函数 的 乘积 和 可 乘 族 在 一 个 群 G 里 取 值 的 函数 一 致 可 和 性 的 定义 11-1 及 其 
推论 可 以 直接 应 用 到 G 是 群 C* 的 情形 . 

我 们 现在 要 研究 一 致 可 乘 性 的 一 个 充分 条 件 , 并 打算 以 这 样 的 方式 来 表述 , 使 
它 涵盖 对 于 在 C 里 取 值 的 映射 , 而 不 仅仅 是 在 C* 里 取 值 的 映射 . 


定义 12-7 设 X 是 任意 集合 , 而 (wi)jier 是 从 和 到 C 内 的 映射 的 一 个 族 . 
我 们 说 族 (1 + un) 是 范 数 可 乘 的 , 如 果 所 有 函数 wu; 是 有 界 的 , 并 且 wi 的 族 是 
范 数 可 和 的 ( 即 ||uil| 的 族 是 可 和 的 , 这 里 ||uwill = suplwi(z)|). 
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命题 12-8 设 (1+auwijier 是 从 集合 和 到 CC 内 的 范 数 可 乘 映射 的 一 个 族 . 则 
1° 对 于 所 有 ze 和, 族 (1+wui(z)) 在 C 内 是 可 乘 的 , 并 且 仅 当 有 一 个 (1 上 ui(z)) 
是 零 时 该 族 的 乘积 p(z) 才 是 零 . 
2° 乘积 在 上 是 有 限 乘积 py 的 ( 活 关联 于 了 工 的 滤 子 基 多 的 ) 一 致 极限 . 
证 明 1° 第 一 个 断言 直接 从 定理 12-2 得 到 . 
2° 根据 假设 , jlwil| 的 族 是 可 和 的 ( 设 它 的 和 是 有); 于 是 对 于 所 有 se > 0, 存在 有 
限 的 6c 7 使 得 对 于 所 有 有 限 的 与 有 不 相交 的 KK 有 
Sh < Thal < 
iEK iEK 
于 是 12-3 中 的 不 等 式 (5) 和 (c) 给 出 
[pjouK (2) — py (2)| = |pm(z)l .lpk(z) — 1| see， 
由 此 过 渡 到 极限 , 得 到 
[pjouk (2) 一 p(zZ)| < IpjouK (zx) — p(x)| + |p(x) — py (2)| < 2ee. 
故 pj 沿 多 一致 收 敛 到 p. 口 
推论 12-9 设 (1+wijier 是 从 拓扑 空间 久 到 C 内 的 连续 映射 的 范 数 可 乘 映射 
的 一 个 族 , 则 这 个 族 的 乘积 p 是 有 界 的 和 连续 的 , 并 且 它 的 零点 的 集合 是 它 的 因子 
的 零点 集 的 并 集 . 


例 10 设 as 是 从 C 到 C 内 的 映射 , 其 定义 是 
ao(z) = z; 对 于 所 有 m > 0, an(z) = 1 2z2/n2. 


在 每 个 圆 盘 {z : |z| < p} 上 , 我 们 有 |n-?z?| < n-?p?, 故 an 的 族 在 每 个 这 样 的 
圆 盘 上 是 范 数 可 乘 的 . 它 的 乘积 p 在 这 样 的 圆 盘 上 是 函数 a,, 的 有 限 乘积 的 一 致 极 
限 , 这 些 乘 积 是 z 的 多 项 式 ; 从 而 p 是 C 内 的 全 纯 函 数 ; 它 的 零点 集 是 Z, 并 且 每 个 
零点 是 简单 零点 . 


813. 赋 范 代数 


我 们 回顾 一 下 , 称 所 有 赋 以 了 一 个 外 部 运算 的 环 4 为 域 K 上 的 代数 , 此 外 部 运 
算 令 所 有 (X,z) e 区 x 4, 对 应 4 的 一 个 元 素 Xz, 使 得 

1” 有 4 赋 以 了 加 法 和 这 个 外 部 运算 之 后 是 K 上 的 一 个 向 量 空间 . 

2” 和 (zy) = (AZ)y = Z(Xy). 

如 果 在 4 里 的 乘法 是 交换 的 , 则 说 代数 4 是 交换 的 . 

现在 我 们 研究 K 上 的 代数 , 此 代数 赋 以 了 与 4 的 乘法 相 容 的 一 个 范 数 , 其 意义 
在 下 列 定义 中 将 明确 界定 . 
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定义 13-1 称 (在 看 作 向 量 空间 的 A 上 ) 赋 以 一 个 范 数 的 区 上 的 代数 为 赋 范 

代数 , 如 果 该 范 数 满足 
对 于 所 有 zyE 4， lz yl < lz :iyll. 

我 们 说 这 个 赋 范 代数 是 完备 的 (或 Banach 的 ), 如 果 赋 范 向 量 空间 4 是 完备 的 . 

赋 范 代数 的 例子 13-2 ”C 赋 以 范 数 | zl = |z| 之 后 是 C 上 的 和 及 上 的 Banach 
代数 . 

13-3 ”区 上 的 nn 阶 方 算 阵 (zi;) 的 代数 .U(m 是 一 个 赋 范 代数 , 其 范 数 是 | AM|| = 
”容易 验证 此 范 数 与 乘法 的 相 容 性 . 因为 向 量 空间 .MN(" 是 有 限 维 (等 于 n?) 的 ， 
故 这 个 代数 是 完备 的 . 

13-4 设 歼 是 一 个 赋 范 向 量 空间 ; EE 的 自 同 构 ( 即 从 到 万 的 连续 线性 映射 ) 
向 量 空间 .多 (E) 将 成 为 一 个 代数 , 如 果 给 它 赋 以 由 fo g(x) = jg(z)) 定义 的 乘法 
fog. 

我 们 业已 赋 以 的 范 数 (命题 4-6) 满足 关系 

|f ogll < fl : llgll. 

于 是 赋 以 这 个 范 数 的 (EE) 是 一 个 赋 范 代数 . 当 EE 是 完备 空间 时 , 这 个 代数 也 是 完 
备 的 (参见 命题 4-7). 

13-5 从 一 个 集合 X 到 C 内 的 有 界 映射 的 向 量 空间 多 (X,C) 是 一 个 代数 , 其 
通常 乘法 的 定义 是 

jg(z) = jz) .9g(z). 

在 这 个 空间 上 的 一 致 收敛 范 数 满足 条 件 | jel < jz llgll. 

这 个 代数 是 完备 的 . 

13-6 当 X 是 一 个 拓扑 空间 时 , 多 (X,C) 的 由 连续 函数 组 成 的 子 集 是 多 (X,C) 
的 一 个 子 代数 ; 它 在 多 (X,C) 里 是 闭 的 , 故 也 是 完备 的 . 

对 于 X 的 所 有 子 集 Y, 可 以 关联 多 (X,C) 的 由 在 Y 上 取 零 值 的 连续 函数 组 成 
的 子 集 ; 这 是 多 (X,C) 的 完备 子 代数 . 

13-7 有 紧 支 集 的 连续 数值 函数 的 向 量 空间 90( 了 ,了 R) 是 赋 以 了 一 个 由 普通 乘 
积 (由 fg(z) = f(z):g(x) 定义 ) 定义 的 代数 结构 . 不 过 , 还 可 以 通过 一 个 如 下 定义 的 


f *g(2) = 上 f(z -bg(dt 
卷 积 / * 9 赋 以 一 个 重要 的 代数 结构 . 
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可 以 验证 f *g 必然 属于 20(R, 有), 卷 积 是 结合 的 和 交换 的 , 并 且 映 射 (f,9) 一 
六 *g 是 双 线性 的 
如 果 令 
f= 上 fat, 


则 向 量 空间 9?(R,RR) 变 成 一 个 不 完备 的 赋 范 空间 , 可 以 验证 它 的 范 数 同 卷 积 是 相 容 
的 , 即 有 |f * gl < | lgll: 


Marals 人 Ne-boglaxtz= {f(godudo = Nl- el, 


13-8 ”这 里 有 一 个 类 似 的 例子 , R 由 Z 替换 , 及 上 的 Lebesgue 测度 由 Z 上 的 测 
度 mm 替换 , 对 于 这 个 测度 , m(X) = X 的 基数 (对 于 所 有 有 限 的 XX C 2): 

设 4 是 从 Z 到 RR 的 映射 a :n 一 an 的 向 量 空间 , 这 些 映射 满足 于 |an| < co 
如 果 令 ll = |anl, 则 空间 4 成 为 一 个 赋 范 空间 , 根据 命题 8-9, 它 是 完备 的 . 

对 于 所 有 a,b e 4, 我 们 由 关系 

i= >》， Qibj 
ij=n 

定义 卷 积 c= a*0b. 

由 于 族 (a;) 和 (bj;) 是 绝对 可 和 的 , 乘积 aib; 的 族 也 如 此 , 于 是 它 的 每 个 子 族 也 
如 此 ; 这 表明 对 于 所 有 n，c, 有 定义 , 并 且 


Dlenl < (Dlen)) (516nl). 

换言之 , a*b 必然 是 4 的 一 个 元 素 , 并 且 lle* 可 < jlal| : jol|. 最 后 指出 卷 积 是 结合 
的 (和 交换 的 ), 而 映射 (a,5) 一 ax 是 双 线 性 的 ; 我 们 确实 在 4 上 定义 了 一 个 完备 
赋 范 代数 结构 . 

这 个 代数 4 包含 空间 1 作为 闭 子 代数 , 11 由 对 于 所 有 n < 0,a = 0 的 可 和 的 
族 组 成 . 

13-9 设 入 是 C 的 闭 圆 盘 {z:|z|<<1}); 而 (A) 是 (A,C) 的 由 在 A 内 部 
全 纯 函 数组 成 的 子 空间 . 这 是 Banach 代数 多 (A,C) 的 一 个 重要 的 子 代数 ; 全 纯 函 数 
的 一 致 极限 是 全 纯 函 数 , 这 一 事实 蕴涵 这 个 代数 在 多 (A,C) 内 是 闭 的, 从 而 是 完备 
的 . 

13-10 在 [0,1] 定义 并 且 有 连续 的 一 阶 导数 的 数值 函数 向 量 空间 1([0, 1], RR) 
是 一 个 代数 , 在 其 上 赋 以 的 是 通常 的 乘积 . 

初等 的 计算 表明 范 数 

f= sup [f(z)|+ sup |f'(z)| 


(对 于 这 个 范 数 该 空间 是 完备 的 ) 跟 定义 在 这 个 代数 上 的 乘积 是 相 容 的 . 
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注 13-11 C 上 的 所 有 赋 范 代数 也 是 及 上 的 赋 范 代数 ; 这 两 个 代数 同时 完备 或 
不 完备 . 

命题 13-12 设 4 是 一 个 赋 范 代数 . 

1° 4 的 乘法 是 连续 的 . 

2° 对 于 系数 在 区 内 的 (或 在 4 内 的 ) 所 有 形式 多 项 式 P(X) = 并 anXn 从 4 
到 4 内 的 映射 7 一 P(z) 是 连续 的 , 并 且 


1P(ol < > len lz)”. 


事实 上 , zy 是 4 上 的 双 线性 函数 ; 由 于 ||zyl| < lzl| llyll, 命题 6-1 表明 它 是 连 

A 
令 z = y, 由 归纳 法 即 推 得 , 对 于 任意 整数 ”和 任意 ae K, 任意 we 4, 映射 

z 一 az" 是 连续 的 , 并 且 llaz"| < lal| .lzll”. 

由 此 立刻 得 到 ||P(z)| 的 放大 的 估计 , 再 结合 加 法 的 连续 性 , 就 证 明了 P(z) 的 
连续 性 . 

13-13 设 4 是 一 个 赋 范 向 量 空间 ; 假定 4 赋 以 了 一 个 乘法 , 使 得 4 成 为 一 个 
代数 ; 这 未 必 就 是 一 个 赋 范 代数 ; 不 过 , 如 果 乘 法 是 连续 的 , 即 从 4 x 4 到 4 内 的 映 
射 (z,y) 一 zy 是 连续 的 , 则 从 命题 6-1 推 得 存在 k > 0, 使 得 


lz 科大 zl lo 
如 果 令 p(z) = 上 zll, 则 p 是 4 上 的 一 个 范 数 , 它 与 原来 的 范 数 等 价 , 并 且 满 足 
P(Z 9) =Ek lz yl < Rr |lzl lyll = 2(z)p(g. 
故 新 的 范 数 跟 乘法 是 相 容 的 . 
比如 , 如 果 在 n 阶 方 阵 的 代数 .mm 里 , 令 | = suplzal, 这 样 得 到 的 范 数 跟 
乘法 是 不 相 容 的 , 但 是 此 范 数 与 m 的 乘积 跟 乘法 是 相 容 的 . 


单位 元 的 范 数 13-14 我们 回想 起 所 谓 一 个 代数 4 的 单位 元 是 4 的 任何 元 素 
e, 具有 性 质 : 对 于 所 有 ze A 有 


如 果 这 样 的 元 素 e 存在 , 它 必定 是 唯一 的 ; 但 是 它 有 可 能 不 存在 ; 我 们 可 以 对 于 
前 面 列举 的 例子 , 确定 单位 元 存在 的 情形 . 

当 4 具有 一 个 单位 元 时 , 约定 对 于 所 有 入 e K, 把 4 的 元 素 Xe 记 做 入 由 于 下 
列 事实 这 样 约定 是 合理 的 : 从 K 到 4 的 映射 一 Xe 是 单 射 , 并 且 对 于 所 有 ze 4 
有 关系 Xz = (Xe)z. 
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当 4 具有 一 个 单位 元 时 , 我 们 要 用 到 的 (K 上 的 ) 形式 级 数 将 表示 成 SonX": 
如 果 没 有 常 项 , 就 假定 ao = 0. 

当 赋 范 代数 4 具有 一 个 单位 元 e 时 , 关系 e= e.e 蕴涵 ||el| < llell?, 故 |lel|>1. 
在 前 面 的 许多 例子 当中 , 我 们 有 ||lel| = 1. 不 过 , 有 可 能 像 在 例 13-3 中 那样 , ||el| 1; 
尽管 如 此 , 我 们 将 看 到 可 以 用 一 个 等 价 范 数 p (在 向 量 空间 上 的 范 数 等 价 的 意义 下 ) 
替换 4 的 范 数 , 仍然 跟 乘 法 相 容 , 并 且 使 得 ||p(e)|| = 1: 

对 于 所 有 a € 4, 用 a5 表示 从 4 到 4 内 的 线性 映射 zx 一 ao.z; 由 于 lla.zl < 
lal :zll, a 是 乡 (4) 内 的 一 个 元 素 , 而 从 4 到 (4) 内 的 映射 a 一 a 是 线性 的 , 故 
如 果 令 p(a) = zl, 则 p 是 4 上 的 一 个 半 范 数 . 

关系 jlazl| < jlall : llzl| 表明 


»(a) = llall < llall; 


而 男 一 方面 


p(a) > el lla ell = el llall, 


故 有 


lel 一 lalls z(o) < llall. 


这 个 关系 表明 p 是 4 上 的 一 个 等 价 于 原来 范 数 的 范 数 . 代数 4 赋 以 这 个 范 数 
之 后 同 构 于 儿 (4) 的 由 元 素 a 组 成 的 子 代 数 ; 必然 有 p(a 5) < p(a)p(b) 和 p(e) =1. 

最 后 注意 有 可 能 在 一 个 代数 上 存在 好 几 个 等 价 的 跟 乘 法 相 容 的 并 且 使 得 lel = 1 
的 范 数 ; 比如 , 如 果 是 一 个 有 限 维 向 量 空间 , 我 们 在 代数 4 = . 终 (B) 上 采用 的 范 
数 满 足 所 需 条 件 , 而 它 是 随 上 的 范 数 的 选择 改变 的 . 


命题 13-15 (两 个 绝对 可 和 族 的 乘积 ) 如 果 (ai)icr 和 (bj)jey 是 一 个 Banach 
代数 的 元 素 的 两 个 绝对 可 和 族 , 其 和 分 别 是 a 和 6, 则 乘积 的 族 (aibj) 也 是 绝对 可 
和 的 , 并 且 其 和 是 a. [6. 


这 个 命题 的 断言 , 推广 了 推论 9-22, 并 且 像 这 个 推论 一 样 , 由 命题 9-21 推导 出 ， 
这 是 因为 从 A x 4 到 4 内 的 映射 (x,y) 一 zy, 一 方面 是 双 线 性 的 , 另 一 方面 由 于 
zyll < llzl| ol 是 连续 的 . 


Banach 代数 中 的 震级 数 13-16 在 区 上 的 一 个 代数 4 里 , 可 以 做 加 法 , 乘 
法 ; 故 对 于 系数 在 区 里 的 所 有 的 形式 多 项 式 P(X) 可 以 关联 从 4 到 4 内 的 映射 
z 一 P(z). 如 果 4 是 一 个 赋 范 代数 , 可 以 过 渡 到 极限 , 于 是 有 理由 期 望 定义 系数 在 
区 里 (甚至 在 4 里 , 如 果 4 是 可 交换 的 ) 的 震级 数 的 和 ， 

如 果 ao + aiX+…'+anX?" 十 … 表示 XX 的 系数 在 KK 里 的 形式 级 数 , 称 由 


1/p = Tim |an|!/” 
No0 
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定义 的 及 | 的 元 素 p 为 这 个 形式 级 数 的 收 和 敛 半 径 . 

这 个 定义 由 下 列 熟知 的 事实 验证 : 如 果 zx 表示 区 的 元 素 , 那么 级 数 (aazn) 当 
lz| < po 时 收敛 , 而 当 |z| > p 时 发 散 . 

在 Banach 代数 里 , 我 们 将 重新 得 到 这 个 结论 的 部 分 结果 . 我 们 将 要 涉及 的 所 
有 代数 都 假定 为 有 一 个 记 做 e 的 单位 元 , 并 且 把 K 的 元 素 入 和 4 的 元 素 Xe 视 作 
等 同 . 

命题 13-17 设 A 是 区 上 的 一 个 Banach 代数 ,而 (anX") 是 (区 上 的 ) 一 个 
收敛 半径 为 p (其 中 p > 0) 的 形式 畴 级 数 . 

则 对 于 所 有 正 数 7 < p, 级 数 (anz”") 在 球 {z : |z| 和 r} 内 收敛 并 且 范 数 收 伍 ， 
其 和 f(z) 在 球 {z :zl < p} 内 是 连续 的 . 


证 明 设 ” 是 满足 关系 + < m <p 的 任意 一 个 数 ， 对 于 所 有 充分 大 的 n, 我 
们 有 


aa” < 1/r7’; 


于 是 如 果 |z|| < 7, 则 有 


lanz™ | < lanlr™ sr/ 


通 项 为 (r/r')” 的 几何 级 数 是 收敛 的 , 故 级 数 (a,,z") 在 球 {z : ||zl| < 7} 内 是 范 
数 收敛 的 ; 由 于 4 是 完备 的 , 它 必定 是 收敛 的 . 

级 数 的 每 个 项 anzn 是 连续 的 , 故 范 数 收敛 蕴涵 这 个 级 数 的 和 f 在 每 个 开 球 
{z :zll <7} 上 是 连续 的 , 从 而 在 开 球 {zx : ||zl| < p} 上 是 连续 的 . 口 


注 13-18 跟 在 4 是 域 C 本 身 的 经 典 情形 的 结论 不 同 , 不 能 断定 当 ||zl| > p 时 ， 
级 数 (anz") 发 散 ; 这 本 质 上 来 源 于 可 能 有 ||zn"|| < llzll”, 而 在 C 里 ||z"|| = ||z|l”. 

比如 , 如 果 存 在 wu 承 0 使 得 对 于 n > 2 有 wm = 0 (特别 在 2 阶 和 矩阵 的 代数 .NM 2 
里 ), 则 级 数 (aaz?) 显然 当 z = kw 时 收敛 , 即使 有 ||kwl| > p. 


命题 13-19 设 (anX") 和 (bnX") 是 于 的 收 全 半径 分 别 是 a 和 6 的 两 个 形 
式 需 级 数 ; 而 (chX") 是 由 cn 二 5 apb 定义 的 形式 乘积 . 
p+q=n 


如 果 4 是 一 个 Banach 代数 , 则 对 于 所 有 使 得 |zl| < inf(a,6) 的 ze 4, 级 数 
(cnz”) 是 绝对 收 敏 的 , 并 且 这 些 级 数 的 和 4(z), B(z),C(z) 满足 关系 


Cl(z) = 4(z)B(z) = B(x)A(z) 


证 明 如 果 lzl| < a 和 6, 则 级 数 (anz") 和 (b,xz") 都 是 绝对 收敛 的 ; 于 是 ( 见 
命题 13-15) 乘积 apbozx?ta 的 族 是 绝对 可 和 的 , 并 且 它 们 的 和 等 于 乘积 A(z)B(zx); 
由 于 apbgz?+9 = bgapz?t4, 这 个 和 也 等 于 B(z)A(z)， 和 的 结合 性 使 得 可 以 组 合 阶 
(Pp 十 gq) = 的 项 apbgz?+4 ,它们 的 和 正 是 cx”; 故 得 到 所 求 的 结果 . 口 
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推论 13-20 设 4 是 一 个 具有 单位 元 的 Banach 代数 . 则 对 于 所 有 使 得 |zl| < 1 
的 TE A,(e 一 7) 是 可 逆 的 , 并 且 其 逆 元 素 是 (e 十 Z 十 … 十 x"? 十 …). 

事实 上 , 取 级 数 (an,X") 为 多 项 式 (1 一 义 ), 取 级 数 (bX") 为 级 数 (1 十 入 十 … 十 
X" 十 …); 这 两 个 级 数 的 形式 乘积 是 常 值 1. 

六 外 a= 十 oo, B = 1; 由 命题 13-19 即 得 此 推论 . 

经 典 的 等 式 (1 一 zx)(1 十 Zz 十 … 十 zx") = 1 一 zx"+1 又 提供 了 推论 的 一 个 直接 证 明 . 

有 单位 元 的 Banach 代数 上 的 指数 ”形式 级 数 (X"/n!) 有 一 个 收敛 半径 等 于 
二 oo. 故 如 果 4 是 一 个 Banach 代数 , 级 数 (x7 /nl) 在 4 里 处 处 绝对 收敛 ; 把 它 的 和 
记 做 expz 或 ez, 映射 z 一 expz 称 为 指数 ; 它 是 连续 的 . 


命题 13-21 如 果 z 和 ?是 4 的 任意 可 交换 的 两 个 元 素 , 则 
exp(Z 十 y) = (exp Z). (exp 9) = (expy) . (exp 7). 


证 明 族 (zz/pD) 和 (y%/a0 是 绝对 可 和 的 , 乘积 的 族 (zzys/plg0 也 如 此 , 并 且 
有 和 (exp x). (expy). 由 于 zpy? = yx?, 这 个 和 也 等 于 (expy) : (exp z). 
此 外 ，z 和 y 的 交换 性 蕴涵 对 于 所 有 n > 0: 


2 SE (p+q)! zpye = (ZL+WD™ 


p+q=n plg! pt+e=n 多 pl n! 
zry4 /plgq! 的 和 的 结合 性 可 使 我 们 写 出 
(exp £2) : (exp = > + 一 exp(Z 十 VY). 口 


推论 13-22 对 于 所 有 ze A 和 所 有 和 ,jE 区 有 
exp((A 和 + 1)7) = (exp Mx): (exp 17). 

推论 13-23 对 于 所 有 z Ee 4，expz 是 可 逆 的 , 并 且 其 逆 就 是 exp( 一 2). 

Banach 代数 可 逆 元 的 群 ” 像 在 所 有 的 环 里 一 样 , 一 个 代数 4 的 可 逆 元 的 集合 
组 成 对 于 乘法 的 一 个 群 G, 它 的 中 性 元 就 是 4 的 单位 元 . 

当 4 是 一 个 Banach 代数 时 , 可 以 精确 化 G 的 结构 . 

命题 13-24 设 A 是 一 个 具有 单位 元 的 Banach 代数 . 

1° 4 的 可 族 元 的 群 G 是 4 的 一 个 开 集 . 

2° G 的 由 4 诱导 的 拓扑 跟 G 的 群 结构 是 相 容 的 . 

证 明 1° 根据 推论 13-20,G 包含 中 心 为 e 半径 为 1 的 开 球 V; 对 于 所 有 a e G， 


映射 > 一 az 是 从 4 到 自身 上 的 一 个 同 胚 , 故 oY 是 含有 a 的 一 个 开 集 ; 由 于 ah 的 
所 有 元 素 是 可 逆 的 , 故 aV c G. 于 是 G 是 开 集 aV 的 并 集 ; 因而 它 是 开 集 . 
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2° 乘法 在 4 里 是 连续 的 ; 留 下 的 是 要 证 明 映 射 z 一 z-! 在 G 里 是 连续 的 . 

推论 13-20 表明 这 个 映射 在 点 z = e 是 连续 的 ; 为 了 证 明 它 在 所 有 点 ae G 的 
连续 性 , 把 z-: 写成 形式 z-1 = a-1v, 其 中 =u-!, 而 w= za-1. 

映射 > 一 w 是 连续 的 , 并 且 w(a) = e; 映射 一 v 在 w=e 是 连续 的 ; 又 映射 
v 一 a-iv 是 连续 的 ; 随 之 映射 > 一 z-1! 在 x = oa 是 连续 的 . 口 


例 设 一 是 一 个 完备 赋 范 空间 ; 代数 (82) 就 随 之 是 完备 的 ; 故 .2(E) 的 可 道 
元 的 集合 是 开 集 . 我 们 重新 获得 了 一 个 在 从 EE 到 自身 上 的 同 构 的 稳定 性 的 研究 中 值 
得 注意 的 结果 . 


IV. Hilbert 空间 


首先 引起 数学 家 注意 的 赋 范 向 量 空间 , 除 Euclid 空间 R" 之 外 , 就 数 其 范 数 类 
似 R" 的 Euclid 范 数 的 空间 ; 正 是 如 此 赋 范 的 Hilbert 空间 , 给 出 了 赋 范 空间 的 第 一 
批 例子 和 提供 了 对 于 分 析 学 的 重要 应 用 . 

早期 利用 这 些 空间 的 数学 家 看 重 的 主要 是 计算 的 方便 以 及 这 些 空间 的 几何 跟 有 
限 维 Euclid 空间 的 几何 之 间 的 高 度 类 似 . 如 今 这 类 空间 的 价值 仍 不 减 当年 , 并 且 仍 
然 是 这 类 空间 在 泛 函 分 析 和 物理 理论 中 最 为 有 用 . 


814. 准 Hilbert 空间 的 定义 和 初步 性 质 


Hermite 型 14-1 Rs 的 Euclid 范 数 与 传统 的 数量 积 (zly) = ziy 通过 关 
系 ||zll? = (zlz) 联系 起 来 . 如 果 想 在 C3 内 引进 类 似 的 概念 , 而 令 (zly) = zigi, 将 
会 面临 双重 困难 : 一 方面 , 在 C3 里 存在 x 关 0, 使 得 (zlz) = 0; 另 一 方面 , (zlz) 不 
是 正 的 . 由 此 C3 上 的 双 线 性 型 (zly) 不 可 能 用 来 定义 C3 上 的 一 个 范 数 . 

但 是 如 果 我 们 注意 到 C 的 经 典范 数 的 平方 写成 ||z|l? = zx, 令 zl = 守 zi 五 
而 在 C3 上 定义 一 个 范 数 就 显得 自然 了 , 相应 地 把 函数 (zjy) = 实现 称 作 C3 的 数 
量 积 就 顺理成章 , 并 且 重 新 发 现 方便 的 关系 ||z|l? = (zx|z). 

新 的 数量 积 (zly) 对 于 z 仍然 是 线性 的 , 但 是 对 于 y 却 是 半 线 性 的 (我 们 称 所 
有 从 一 个 向 量 空间 到 另 一 个 的 映射 f 是 半 线 性 的 , 如 果 它 是 可 加 的 , 并 且 使 得 对 于 
所 有 和 Ee 区 有 f(AXz) = Af(z)). 

我 们 要 系统 地 研究 这 样 的 数量 积 . 


定义 14-2 设 马 是 区 上 的 一 个 向 量 空间 . 如 果 从 万 x 太 到 区 内 的 一 个 映射 
o 满足 条 件 
1° 对 于 所 有 y € EE, 映射 + 一 p(x,y) 是 马上 的 一 个 线性 型 ; 
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2° 对 于 所 有 zx,y e 五 有 p(y, zx) = 9(z,Y)， 
则 称 p 为 上 的 Hermite 型 . 

条 件 2° 称 为 Hermite 对 称 性 . 它 蕴涵 o(z, zx) 是 实数 ; 当 区 = RR 时 , 这 就 是 通 
常 的 对 称 性 . 

性 质 1°,2° 蕴涵 : 

p(T,Y1 + Yy2) = PY + yo, 7) = (YT) + p(y2, 7) = p(T,1) + pT, yo); 
p(x, MW) = (MW, 1) = A p(y,7) = NN: pz,Y). 

故 yp 对 于 y 是 半 线 性 的 . 

例 1° 我 们 要 确定 K 上 的 n 维 空间 上 的 所 有 Hermite 型 ; 设 (ai) 是 五 的 


一 个 基 ; 用 (zi), (yi) 表示 BE 的 两 个 点 x,y 对 于 这 个 基 的 坐标 . 
如 果 yg 是 已 上 的 Hermite 型 , 则 有 


PD) = 9 (Pri yas) = 》 zi 机 plazaj) 
如 果 令 aij = yp(ai,aj), 则 Hermite 对 称 性 蕴涵 ai; = ai. 
反之 , 对 于 n? 个 复数 a;; 的 组 ,如 果 满 足 关系 aij = a7i, 则 函数 yp(z,y) = 
> aij2i 太 是 已 上 的 一 个 Hermite 型 . 
2° 设 已 是 向 量 空 间 1([0, 1], KR), 而 8 是 [0,1] 上 的 两 个 取 实 值 的 数值 函数 . 
对 于 所 有 z,y € E, 令 


1 ed 
二 上 (atbz(07 困 + po(D7G)dt 
函数 op 显然 对 于 zx 是 线性 的 , 并 且 具 有 Hermite 对 称 性 , 故 p 是 互 上 的 一 个 
Hermite 型 . 


定义 14-3 我 们 说 媚 上 的 一 个 Hermite 型 是 正 的 ,如果 对 于 所 有 z e 巨 有 
2(z;Z) > 0; 我 们 说 它 是 正定 的 或 非 退 化 正 的 , 如 果 对 于 所 有 xz 关 OO 有 plz,z) > 0. 

显然 ， Hermite 型 的 带 正 系数 的 所 有 线性 组 合 仍然 是 Hermite 型 . 

例 在 前 面 的 例 1 中 , 如 果 当 i 关 j7 时 ai; = 0, 而 对 于 所 有 i,aii > 0, 则 型 p 是 
正 的 . 如 果 此 外 对 于 所 有 i 有 ai > 0, 则 它 是 正定 的 . 

在 上 面 的 例 2 中 , 如 果 a > 0, 并 且 6 > 0, 则 型 o 是 正 的 . 如 果 此 外 还 有 a > 0， 
则 此 型 是 正定 的 ; 反之 , 如 果 a = 0, 而 6 > 0, 则 它 是 退化 的 . 

命题 14-4 设 yv 是 已 上 的 一 个 正 Hermite 型 . 则 

1° 对 于 所 有 z,y E EE, 有 


Ip(z,9)) < p(z,7) :p(y,y) (Cauchy-Schwarz 不 等 式 ). 
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如 果 p 是 正定 的 , 仅 当 xz 和 4 线性 相关 时 等 式 成 立 . 
2° 映射 £ 一 (p(x,7))! 是 妃 上 的 半 范 数 ; 当 p 是 正定 的 时 , 这 是 一 个 范 数 . 


证 明 1° 我 们 要 利用 对 于 所 有 入 e ,p(Xz 十 y, 和 zr 十 Y) > 0 这 一 事实 ; 今 有 
FA) = pr+y, M+Y) =aAN+bA+dA+ce 0, (1) 
其 中 我 们 令 
Q 一 2(Z Th)， b= po(Z， 2h)， 人 二 p(y, ). 
如 果 a =c=0, 在 (1) 中 令 入 = -2 即 得 
一 22 > 0, 

故 b=0, 这 时 有 | = ac. 

否则 , 比如 说 c 夭 0, 在 (1) 中 令 入 = 一 ba-!, 即 得 


ac—bb 
a 


> 0， 


由 于 a > 0, 由 此 即 得 要 证 的 关系 . 

现在 假定 型 是 正定 的 ; 关系 f(A) = 0 蕴涵 和 x +y = 0; 如 果 |b|? = ac, 并 且 
a 关 0, 上 面 的 计算 表明 对 于 入 = 一 ba-! 有 f(A) = 0, 由 此 得 Xz+y = 0; 如 果 cz 尖 0， 
有 类 似 的 关系 z+1 = 0; 如 果 a=c=0, 则 有 z=y=0. 

有 反之, 当 xz 和 y 线性 相关 时 , 显然 有 |b|? = ac. 

2° 令 p(z) = (yp(z,2)) "7; 关系 p(z +Y) < p(z) 十 p(y) 在 平方 之 后 改写 为 


PT THY < p37) + p(y,Y) +2 (0p(2,7) : p(y,))?, 


或 再 改写 为 


22p(z;g) = p29) + PY) < 2 (Pp(2,7) : p(y,Y)), 


这 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 得 到 . 
另外 , 关系 p(Xz, Az) = | 和 ?ep(z,z) 表明 
2D(Az) = | 和 lp(z); 


故 pz(z) 是 一 个 半 范 数 ; 如 果 仅 当 z = O 时 22(z,z) = plz,z) 变 为 零 , 即 如 果 yp 是 正 
定 的 , 这 是 一 个 范 数 . 口 
定义 14-5 ”我们 称 所 有 向 量 空间 互 为 准 Hilbert 空间 , 如 果 它 赋 以 了 一 个 正定 
Hermite 型 gp, 并 且 赋 以 了 通过 关系 zl2 = elz,z) 与 p 关联 的 范 数 . 
如 果 赋 范 空间 马 是 完备 的 , 则 称 它 是 Hilbert 空间 . 
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通常 把 p(x,y) 记 做 (zly), 并 且 称 (zly) 为 > 和 y 的 数量 积 . 在 计算 的 过 程 中 ， 
往往 把 (zly) 记 做 zy, 把 (zlz) 记 做 z2. 

如 果 FF 是 的 一 个 向 量子 空间 , 则 5 的 数量 积 在 上 的 限制 是 上 的 一 个 
数量 积 . 


注 14-6 如 果 马 是 C 上 的 准 Hilbert 空间 , 数量 积 (zjy) 取 非 实数 值 (除非 E 
退缩 为 0); 故 当 把 EB 看 作 RR 上 的 向 量 空间 时 , 这 不 是 上 的 数量 积 . 反之 , 显然 
多 (zly) 关于 z,y 是 对 称 的 , 并 且 在 看 作 及 上 的 向 量 空间 的 上 关于 z 是 线性 的 ; 
此 外 (zlz) = 多 (z|z), 故 多 (zly) 是 实 空间 上 的 数量 积 , 并 且 关 联 于 (zly) 的 范 数 
跟 关 联 于 多 (zly) 的 范 数 是 相等 的 . 

有 时 会 有 机 会 利用 数量 积 多 (z|y), 我 们 将 称 之 为 关联 于 (zly) 的 实数 量 积 , 或 简 
单 地 称 为 EB 的 实数 量 积 . 

准 Hilbert 空间 的 例子 14-7 向 量 空间 B= 多 ([0,1],C) 赋 以 由 


(zly) = 上 z(t)y)dt 


定义 的 数量 积 之 后 是 一 个 复 准 Hilbert 空间 ; 我 们 证 明 它 不 是 完备 的 . 
取 zn(t) = inf(n,t-13); 则 有 


1 En 
zn — zn+tpll? = / [zn(t) — Zn+tp(t) | dt < 上 t™23dt， ”其 中 en = 1/n3. 
0 0 


由 于 当 n 一 co 时 , |zn 一 zn+p| 关于 p 一致 趋 于 0 , 序列 (zn) 是 瑟 的 Cauchy 
序列 ; 但 是 它 不 收敛 , 这 是 因为 对 于 所 有 xz e 5 我 们 有 


1 1 
上 恒 = 吉 此 交 / [z(t) — zn (Olat = / [z(t) #13 at. 
En En 


1 
lim infllz — znll? > 下 Iz(t) —t 13 dt. 
N—O0 0 


由 于 函数 二 1 在 (0,1] 不 是 有 界 的 , 故 存在 一 个 紧 致 区 间 , 在 这 个 紧 致 区 间 上 
|z(t) 一 二 13]? > 0; 故 这 个 函数 的 积分 大 于 0; 从 而 序列 (zn) 不 能 以 > 作为 极限 . 

事实 上 , 序列 (z) 真正 的 极限 应 该 是 函数 二 1/3, 它 属于 一 个 包含 EE 的 Hilbert 
空间 , 即 在 [0, 1] 上 平方 可 和 的 函数 空间 , 在 积分 论 中 将 予以 研究 . 


14-8 我们 将 看 到 前 面 定义 的 完备 赋 范 空间 13 (参见 8-9) 是 一 个 Hilbert 空间 ; 
为 此 只 需 确定 它 的 范 数 关联 于 一 个 数量 积 . 

对 于 所 有 zx,y e 23, 不 等 式 25 |zivyi| < > (zi 二 2) 表明 族 (zi 页) 是 可 和 的 . 

于 是 令 (zly) = 汀 zi 殉 ; 这 显然 是 中 上 的 一 个 正 Hermite 型 , 而 关系 (zlz) = 
2 |zil? 表明 关联 于 这 个 型 的 半 范 数 正 是 12 的 范 数 . 
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空间 82 的 重要 性 来 源 于 其 数量 积 定义 的 简单 性 以 及 在 后 面 (参见 16-13) 将 建 
立 的 下 列 事实 : 所 有 Hilbert 空间 同 构 于 一 个 空间 及. 当 了 工 = {1,2,.….,n} 时 , 好 就 
是 K", 当 KK = RR 时 赋 以 了 Euclid 范 数 , 当 KK = C 时 赋 以 了 Hermite 范 数 ; 当 I=N 


时 , !? 正 是 Hilbert 空间 12. 


有 用 的 等 式 和 不 等 式 14-9 1° 沿用 在 14-5 引进 的 简化 的 记号 , Cauchy-Schwarz 


不 等 式 写 做 
lzyP sz 或 zolslzl lyll. 
从 这 个 不 等 式 和 不 等 式 2ab < a? 十 以 ( 其 中 a,be R) 还 得 到 
2|zgy| < Z2 +. 
最 后 注意 到 与 关系 0 < (z 一 y)? 等 价 的 不 等 式 
(z +) < 227+). 
2° 从 关系 
(z+ =2+ +rYy+Y; 2- =7 + -TY -Yr 

通过 相 加 得 到 下 列 只 涉及 范 数 的 重要 等 式 : 


lz+ yl + lz — yl = 2|zl + 2llyl®. 


有 时 把 它 表述 为 : 在 所 有 平行 四 边 形 里 , 对 角 线 的 平方 和 等 于 边 的 平方 和 . 


3° 把 (z +y)? 和 (z 一 y)? 的 展开 式 相 减 得 到 
2(zy + yz) = z+ yl lz — vl. 
当 区 = RR 时, 我 们 有 zy = yz, 故 得 
4zy = z+ yl ~ lz — vl?. 
当 区 =C 时 ,在 (3) 里 把 y 换 成 记 即 得 
2(zgy 一 gz) = i + iyl — lz — iyll’). 
把 (3) 和 (3’) 相 加 得 到 
4zy = z+ yl lz — yl +ils + iyl -lz — ivyl). 
这 个 关系 表明 准 Hilbert 空间 的 数量 积 由 其 范 数 确定 . 


(3) 


(3") 


(9) 


两 个 准 Hilbert 空间 的 同 构 14-10 设 玉 ,F 是 同一 数 域 K 上 的 两 个 准 Hilbert 


空间 . 如 果 从 到 上 的 向 量 同 构 f 保持 数量 积 , 即 
对 于 所 有 zx,y € EE, (f(z2)|f(y)) = (zly), 
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则 说 f 是 从 五 到 玉 上 的 同 构 . 

于 是 这 个 同 构 也 保持 范 数 ; 故 E 和 下 同时 完备 或 不 完备 . 

反之 , 如 果 f 是 一 个 向 量 同 构 , 而 且 它 保持 范 数 , 则 根据 14-9 的 等 式 (4), f 必 
然 保 持 数量 积 . 


定义 14-11 ( 正 交 向 量 ) 我 们 说 一 个 准 Hilber 空间 的 两 个 元 素 z,y 是 正 交 的 ， 
我 们 说 马 的 两 个 子 集 久 和 YY 是 正 交 的 , 如 果 藉 的 每 个 元 素 与 了 的 每 个 元 素 
是 正 交 的 . 把 这 个 关系 记 做 三 . 


如 果 (zly) = 0, 则 有 (ylz) = (zly) = 0, 故 正 交 关系 是 对 称 的 . 

由 于 关系 (zlz) = 0 蕴涵 x = 90, 故 仅 有 的 跟 自 己 正 交 的 向 量 是 0; 此 外 , 这 个 
向 量 跟 所 有 x e 五 是 正 交 的 . 

由 上 推 知 在 BE 的 向 量子 空间 之 间 的 正 交 关 系 是 对 称 的 , 而 两 个 正 交 子 空间 仅 有 
的 公共 点 是 O. 于 是 在 K" 里 , 两 个 正 交 子 空间 的 维 数 之 和 小 于 等 于 n; 还 有 在 R3 
里 两 个 平面 决 不 会 是 正 交 的 ( 虽然 在 初等 几何 里 在 更 弱 的 意义 下 可 以 是 正 交 的 ). 


更 一 般 地 , 我 们 说 巨 的 两 个 仿 射流 形 X 和 了 是 正 交 的 , 如 果 万 的 分 别 与 久 
和 了 平行 的 向 量子 空间 是 正 交 的 . 


命题 14-12 (Pythagore 定理 ) 设 zx,y 是 区 上 的 准 Hilbert 空间 的 两 个 向 量 . 
如 果 zx,y 是 正 交 的 , 则 有 |z 十 yl? = |z|? + 
当 区 = 二 民 时 ,其 逆 亦 真 . 


证 明 关系 (z 十 y)? = 十 妇 十 zy 十 yz 表明 , 如 果 zy = 0, 则 也 有 yz = 0, 从 
而 有 (x+y)? = z2 + 2. 

反之 , 上 面 的 关系 表明 zy + yz = 0, 如 果 区 = 及 , 则 有 zy = yz, 从 而 2zy = 0， 
随 之 zy = 0. 口 


/与 实数 域 的 情形 不 同 , 如 果 区 = C, 那么 关系 (z + 共 ? = z? + 仿 仅 草 洱 
29(zy) = zy 十 yz 二 0, 由 此 得 z,y 关于 五 的 实数 量 积 的 正 交 性 . 

比如 , 把 C 看 作 C 上 的 向 量 空间 , 那么 在 C 里 不 存在 任何 非 零 的 正 交 向 量 对 ， 
不 过 , 当 向 量 z = zi + iz2,y = 1 十 iy2 满足 关系 


(TY) = T1Y1 + ToYy2 =0 
时 , 有 等 式 
[z+ yl = ||zll? + llyll?. 


引 理 14-13 在 所 有 准 Hilbert 空间 里 ,从 马 x 马 到 区 的 映射 (7,y) 一 (zly) 是 
连续 的 . 
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证 明 不 论 K = 民 或 C, (zly) 总 是 看 作 RR 上 的 向 量 空间 上 的 双 线 性 型 . 根 
据 命题 6-1, 不 等 式 |(zjy)| 和 zl .yl 表明 这 个 函数 在 E x 上 是 连续 的 . 口 


命题 14-14 巴 的 正 交 于 一 个 向 量 a 关 的 向 量 的 集合 是 一 个 闭 的 超 平面 . 


证 明 所 关注 的 集合 是 线性 型 f : zx 一 (zla) 的 零点 集 , 故 这 是 一 个 超 平面 ; 另 
外 , 根据 引 理 14-13, 这 个 线性 型 是 连续 的 , 故 这 个 超 平面 f-1(0) 是 闭 的 . 口 

推论 14-15 瑟 的 正 交 于 一 个 集合 和 的 向 量 的 集合 X0 是 马 的 一 个 闭 向 量子 
空间 (有 可 能 退缩 为 0). 

这 是 可 以 立即 得 到 的 , 因为 的 所 有 闭 向 量子 空间 的 交 仍 然 是 闭 向 量子 空间 . 

显然 (X CY) 蕴涵 (Xo 2 Yo); 如 果 用 X0 表示 (Xo)%, 则 还 有 X0% C Yo00. 

注意 由 于 和 C X00, 还 有 XLX0. 


两 个 点 的 中 垂 超 平面 14-16 设 妃 是 及 上 的 准 Hilbert 空间 ,而 a,b 是 互 的 两 
个 不 同 的 点 . B 的 跟 a 和 5， 等 距离 的 点 的 集合 X 由 关系 


(a-z)?= 二 (5 一 zx)? 或 z(b—0) =3(0 — a’) 


定义 . 如 果 令 xz = y 十 (十 a), 则 这 个 关系 变 为 y(b - a) = 0. 故 所 找 的 集合 是 正 交 
于 (5b 一 oa) 的 过 点 wb 的 中 间 点 的 仿 射 超 平面 . 

当 马 是 C 上 的 准 Hilbert 空间 时 , 如 果 给 EB 赋 以 实数 量 积 时 就 归结 为 前 述 情 
形 ; 实 超 平 面 X 包含 正 交 于 (5 一 a) 并 且 过 点 wb 的 中 间 点 的 仿 射 超 平面 , 但 是 并 不 
等 于 后 者 . 

两 个 非 零 向 量 的 夹 角 ”在 初等 几何 里 证 明了 , 如 果 x,y 是 R? 的 两 个 非 零 向 量 ， 
则 有 关系 

(zly) = llzll : llyll eosp， 

其 中 9 是 起 点 为 O 分 别 沿 z 和 y 的 方向 的 两 条 半 直 线 的 夹 角 . 

如 果 互 是 一 个 准 Hilbert 空间 ,Cauchy-Schwarz 不 等 式 表明 , 如 果 xz,y 是 巨 的 
两 个 非 零 向 量 , 则 有 

TIy 


zl yl 
男 外 , 用 通 项 为 (1)"t2"/2nl 的 级 数 定义 的 余弦 函数 的 理论 表明 , 对 于 所 有 k € 
[~1,1], 存在 唯一 的 实数 9 e [0, 7], 使 得 cos9 = k; 这 就 导致 下 列 定义 : 


定义 14-17 由 关系 
0<0<7n; (z|y) = lz)l : |lyl| : cos0 


定义 的 实数 9 称 为 实 准 Hilbert 空间 的 两 个 非 零 向 量 x,y 的 夹 角 . 
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说 9 是 锐角 (对 应 地 , 直角 , 钝 角 ), 等 价 于 说 (z|y) > 0 (对 应 地 , = 0, < 0). 
命题 14-4 表明 仅 当 z 和 y 线性 相关 时 才 有 | cosb| = 1; 当 y = Xz, 并 且 入 > 0 
时 , 96 = 0; 当 y = Xz, 并 且 入 < 0 时 , 9 =7. 
在 C 上 的 准 Hilbert 空间 里 , 引进 夹 角 概念 的 唯一 途经 是 归结 到 实数 量 积 (zx|y) 
的 情形 , 即 令 
(zly) = ||zl| : llyl| : cosb. 


普 助 这 个 定义 , 对 于 所 有 x,y 关 0, 可 以 写 出 
z+ yl = zl]? + lyll? + 2llzll: lyll + coso. 


人 当 利用 复 Hilbert 空间 的 夹 角 时 , 千 万 不 要 忘记 条 件 6 = r/2 并 不 草 涵 mg 
的 正 交往. 


815. 正 交 投影 . 对 偶 的 研究 


不 论 在 理论 研究 中 , 还 是 在 数学 应 用 里 , 经 常会 遇 到 下 列 类 型 的 问题 : 

设 妃 是 一 个 赋 范 空间 , X 是 EB 的 一 个 子 集 , 而 z 是 B 的 一 个 点 ; 在 X 找 一 
个 点 z', 使 得 它 最 好 地 逼近 z, 换 名 话说, 从 wx 到 zx 的 距离 等 于 从 xz 到 X 的 距离 
qd(z, X). 

一 个 这 样 的 点 z' 称 为 z 在 X 上 的 投影 . 

当 X 紧 致 时 , 这 个 问题 至 少 有 一 个 解 (参见 第 一 章 17-4); 不 然 , 可 能 不 存在 任 
何 解 . 

当 X 是 一 个 准 Hilbert 空间 的 一 个 完备 凸 子 集 时 , 下 列 定理 经 常 提供 回答 ; 它 
在 分 析 中 扮演 关键 的 角色 . 


定理 15-1 设 马 是 一 个 准 Hilbert 空间 ,而 贸 是 万 的 一 个 完备 古 子 集 . 
1° 媚 的 所 有 z 具有 唯一 在 X 上 的 投影 x' (有 时 把 它 记 做 Px (z)); 
2° 2 的 投影 x' 由 下 列 关 系 刻画 特征 : 


对 于 所 有 EX, 罗 ((z -zl 一 z)) 芭 0; 
3° 对 于 所 有 7,y, 以 及 它们 在 多 上 的 投影 mW 我 们 有 
lz 一 YE lz oa. 


证 明 1° 令 d= dz,X); 对 于 所 有 s > 0, 用 B。 表示 中 心 为 z 半径 为 (d 十 ) 
的 闭 球 ; 再 令 已 =XnBe.z 在 和 上 的 投影 的 集合 正 是 已 的 交集 ; 问题 在 于 证 明 
这 个 交集 含有 唯一 的 点 . 
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所 有 的 P. 不 是 空 集 , 由 于 X 和 B。 都 是 凸 的, 已 是 凸 的 ; 故 对 于 所 有 的 点 
obe 忆 (ab) 的 中 点 m 属于 书 ; 14-9 中 的 等 式 (2) 可 使 我 们 写 出 


lz—alP +lz— ol = 2)s— m+ ala 一 外 
由 于 ||z 一 all,lz 一 ,lz 一 ml| 介 于 a 和 d+e 之 间 , 我 们 有 
la— bll? < 2(2(d + e)? 一 2d2) = 4e(2d + e). 


这 个 不 等 式 提供 P. 的 直径 的 一 个 上 界 ; 我 们 发 现 这 个 直径 随 se 趋 于 零 . 

另外 已 是 es 的 递增 函数 , 故 P 的 交集 等 于 递减 序列 (P., ) 的 交集 , 其 中 en = 
n-1. 而 PB, 在 X 内 是 闭 的 , 根据 假定 X 是 完备 的 ; 第 一 章 命题 20-6 保证 忆 的 交 
集 正 好 含有 一 个 点 . 

2° 为 了 简化 计算 , 通过 平移 我 们 过 渡 到 z 在 和 的 投影 z' = O 的 情形 . 

对 于 所 有 we X 和 所 有 入 e (0,1], 我 们 有 Xu e X; 故 如 果 O 是 z 在 X 上 的 投 
影 , 则 有 

lzl2 和 lz 一 xul2， 或 2%(zlu) < Mlull?. 
由 于 和 是 任意 小 的 , 我 们 有 多 (zlw) < 0; 这 正 是 当 r' = 0 时 要 证 的 关系 . 
反之 , 如 果 对 于 所 有 weX 有 多 (zlu) < 0, 则 有 


lz -ul = (2—wu)= 7 -22(7u) + wu > 7 = zl, 
故 O 必然 是 x 在 上 的 投影 . 
3" 令 z-y=(z-2zZ)+( -y+ -Y= (7 y+ 则 有 
(2—Y) = (7 -y+ +2R(ul(r’ — y)). 
而 
uz —y)= -7 7) —(y—Y)(r —Y). 


根据 断言 2", 上 式 右 端的 实数 部 分 是 大 于 等 于 0 的 , 故 得 (z 一 y)? > (z' 一 y)?. 
这 个 不 等 式 可 以 表述 为 从 互 到 X 的 映射 Px 是 比 为 1 的 Lipschitz 映射 ， 口 


注 断言 2? 可 以 用 夹 角 表述 ; 事实 上 , 当 x 关 zx' 并 有 目 w 关 x’ 时, 关系 多 ((z 一 
z2/)]|( 一 2)) < 0 表示 向量 (z 一 xz') 和 (ww 一 z') 的 夹 角 大 于 等 于 x/2. 


推论 15-2 设 久 是 准 Hilbert 空间 轧 的 一 个 完备 西 锥 . 用 zi 表示 点 x 在 六 
上 的 投影 , 则 有 


lz 此 = 要 + 一 和 (zlz)= (zz 
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证 明 这 些 关 系 的 每 一 个 都 等 价 于 关系 多 (z'lz - zx) = 0, 我 们 就 来 证 明 它 . 

由 于 X 是 一 个 锥 , 对 于 所 有 入 > 0, 我 们 有 Xz' s X; 于 是 在 定理 15-1 的 2。 中 
的 不 等 式 (2) 中 令 w= Xz'; 对 于 和 <1 和 入 > 1, 我 们 发 现 

(Ir—-7 7)>0 和 (rz — zx’) < 0, 
故 得 欲 证 等 式 . 口 

推论 15-3 设 和 是 准 Hilbert 空间 妃 的 一 个 完备 向 量子 空间 , ze 万 . 

则 z 在 刀 上 的 投影 zw/ 是 X 的 唯一 使 得 (z - z/) 正 交 于 的 点 . 

证 明 通过 平移 归结 为 w = O 的 情形 (X 保持 不 变 ). 

1* 设 0O 是 zz 在 基 上 的 投影 , 则 对 于 所 有 we 有 纪 (zlu) < 0. 设 v 是 XX 的 
任意 一 个 点 , 则 -wz 一 记 也 属于 X, 故 有 (zl < 0 当 w=wv,--v, 记 或 -iv 时 都 是 
满足 的 ; 由 此 推导 出 (zjv) 的 实 部 和 虚 部 都 是 零 , 故 (zjv) = 0. 

2。 反之, 设 对 于 所 有 ve X 有 (zjv) = 0, 则 有 

|z — vl? = zl + lvll? > llzll?, 
故 0O 是 z 在 X 上 的 投影 . 口 

推论 15-4 (投影 的 传递 性 ) 设 妃 是 一 个 准 Hilbert 空间 , FF 是 万 的 一 个 完 
向 量子 空间 , X 是 不 的 一 个 西子 集 ,z 是 万 的 一 个 点 , 而 z' 是 它 在 上 的 投影 . 

如 果 z' 具有 在 人 上 的 投影 x 则 xz” 是 xz 在 久 上 的 投影 ; 其 逆 亦 真 . 

证 明 由 于 (x 一 xz) 正 交 于 F, 对 于 所 有 ye X 我 们 有 

lz — yl = |z — 2 + lz’ 一 可 
故 变量 y 的 函数 ||z -yl 和 ||zx’ 一 yl| 同时 达到 在 X 上 的 最 小 值 ; 遂 得 结论 . 口 


注 15-5 推论 15-4 通过 平移 可 以 推广 到 已 是 三 的 完备 仿 射流 形 的 情形 . 于 是 
如 果 碑 , 瑟 ,… ,FF 表示 EB 的 完备 仿 射 流 形 的 有 限 递减 序列 , 如 果 zi 表示 z 在 瓦 
上 的 投影 , 而 zp 由 归纳 法 定义 为 zp_1 在 包 上 的 投影 , 则 点 za 跟 z 在 及 上 的 投 
影 重合 . 这 是 在 R3 里 的 初等 几何 的 一 个 经 典 结果 的 推广 . 


/如果 把 妃 的 子 空间 已 换 成 的 任意 完备 凸 集 , 断言 15-4 是 不 成 立 的 


命题 15-6 ( 正 交 子 空间 ) 设 X 是 准 Hilbert 空间 妃 的 一 个 完备 向 量子 空间 ， 
1 从 万 到 关上 的 映射 Px 是 连续 线性 映射 , 其 范 数 是 1 (如 果 久 了 {0}); 

2。 这 个 映射 的 核 Pz1(O) 是 正 交 于 X 的 子 空间 X0, 并 且 X00 = Xi; 

3? 妃 是 区 和 X0 的 直 和 ; 并 且 对 于 所 有 zeE 忆 有 


lzll? = Px (2) + |Pxo(o)l. 
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证 明 1° 对 于 所 有 z,ye E 和 所 有 we X, 根据 推论 15-3, 我 们 有 
(zs—-z)w=0 和  (y—-y)u=0. 
于 是 对 于 所 有 和 ,1 e K: 
(Mz + py) — Mr’ + py))u=0. 


根据 15-3，(Xz' + py ) 是 (Xz + py) 在 X 上 的 投影 ; 换 名 话说，Px(Xz + yy) = 
APx(z) 二 + 1Px(y), 由 此 即 得 Px 的 线性 性 . 

关系 z= ||z 悍 十 |z 一 xz 省 表明 Px 减 小 范 数 ; 另外 Px 在 X 的 限制 是 恒 等 
映射, 故 如 果 XX 关 {0}, 则 有 |Px|| = 1. 

2° 根据 15-3,Px(z) = O 等 价 于 (z - 0) 正 交 于 X, 故 Pz1(0) = X0. 

对 于 所 有 正 交 于 X0 的 z, 同时 有 


z(z-z)=0 和  z(z -zx’)=0, 


故 (z 一 2)? = 0, 随 之 有 z = zx'; 换 句 话说 xz eX. 

这 表明 X% C X; 而 我 们 已 经 有 了 反 向 的 包含 关系 , 故 得 X% = X. 

3? 由 于 (z 一 2 ) EX0, 关系 z= 二 zx/ 十 (zt 一 x ) 表明 互 = 针 十 X0, 由 于 了 和 XX0 
仅 有 公共 元 素 0，E 必定 是 关 和 X? 的 直 和 . 

最 后 , 关系 |lzl2 = ||Px(z) 上 十 上 Pxo(z) 上 直接 由 z =x’+(z 一 z) 得 到 .， 口 


推论 15-7 对 于 Hilbert 空间 的 所 有 向 量子 空间 叉 , X00 是 X 的 闭 包 . 


证 明 由 于 X% 是 闭 的 , 并 且 X C X%, 我 们 还 有 京 C X00; 另外 , 关系 基 C 玉 
蕴涵 X% C (X)00 = 天 ; 故 得 欲 证 之 等 式 . 口 

Hilbert 空间 的 对 偶 空 间 在 4-8 我 们 曾经 看 到 赋 范 空间 EB 的 拓扑 对 偶 空间 
E' = .2(E, 民 ) 是 一 个 完备 赋 范 空间 . 我 们 将 要 看 到 , 当 五 是 一 个 Hilbert 空间 时 ， 
B' 各 是 同 构 的 , 它们 之 间 的 同 构 是 值得 注意 的 半 线 性 的 . 这 个 性 质 解释 了 Hilbert 
空间 的 重要 作用 . 

定理 15-8 设 妃 是 一 个 Hilbert 空间 ,而 EB' 是 它 的 拓扑 对 偶 空间 . 

1° 对 于 所 有 a € 万 , 线性 型 po :z 一 (zla) 的 范 数 是 ||al|. 

2° 从 万 到 EB' 的 映射 a 一 pa 是 赋 范 空间 刀 ,E' 之 间 的 半 线 性 同 构 . 

证 明 1° Cauchy-Schwarz 不 等 式 表明 jypo|| < jlall; 另外 , 对 于 a 了 0, 如 果 
z 三 lalla, 则 (zlo) = llall, 故 |poll > llall; 两 个 不 等 式 合 起 来 即 得 pol| = jlall. 

2° 从 巨 到 E' 的 映射 o 一 po 是 半 线 性 的 , 其 意思 是 


patb = %a Po; PAa 一 Mpa. 
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而 这 是 (zlo) 对 于 a 是 半 线 性 这 一 事实 的 推论 . 

另外 , 映射 p 保持 范 数 , 故 它 是 单 射 . 给 我 们 留 下 的 是 证 明 它 是 满 射 的 , 即 所 有 
wu E B' 有 形式 pu: 

如 果 w= 0, 它 显然 有 形式 pu, 其 中 a = 0; 如 果 久 关 0, 设 X 是 超 平面 v-1(0); 
X 是 闭 的 , 从 而 是 完备 的 , 根据 15-6 中 的 3°, 我 们 有 巨 = 关 十 X0, 由 于 生子 五 在 
X? 里 存在 一 个 b 了 关 O. 两 个 线性 型 v 和 ys 在 超 平面 X 上 变 为 零 , 并 且 不 恒 等 于 
零 , 故 它们 是 成 比例 的 ; 于 是 存在 数值 , 使 得 对 于 所 有 z 有 w(x) = 和 (zl|b), 换言之 ， 
u == pa, 其 中 uc = 和 2b. 口 


当 开 = 及 时 , wp 是 通常 意义 下 的 同 构 . 
例 1° 我 们 给 C” 赋 以 典范 数量 积 


(zly) = 2 zi 更 . 


C" 上 的 所 有 线性 型 都 有 形式 w(xz) = 六 aizi, 即 w(x) = (z|a), 其 中 oa 是 坐标 为 豆 
的 点 . 

2° 命题 15-8 表明 Hilbert 空间 好 上 的 所 有 连续 线性 型 以 唯一 方式 写成 形式 
2Z 一 5 via, 其 中 |ai|? < oo. 

注 15-9 命题 15-8 不 能 推广 到 任何 不 完备 的 准 Hilbert 空间 , 因为 B' 是 完备 
的 , 不 可 能 同 构 于 非 完 备 的 一 个 空间 E. 

比如 , 设 瑟 是 2 的 由 序列 (zu) (其 中 n > 1) 组 成 的 子 空间 , 除 有 限 个 指标 外 ， 
zn = 二 0. 设 a 是 的 点 , 其 坐标 an = -1 在 已 上 由 


rz— (zla) = Dm 


定义 的 线性 型 是 连续 的 , 但 是 显然 不 能 写成 形式 (zx|b), 其 中 be 五. 


Hilbert 空间 上 的 弱 拓 扑 ” 在 3-11 我 们 曾经 定义 了 一 个 拓扑 向 量 空间 的 弱化 拓 
扑 . 当 EE 是 一 个 Hilbert 空间 时 , 对 于 所 有 z e E, 如 果 z 了 0, 则 存在 一 个 线性 型 
u € B', 使 得 u(x) 关 0 (比如 w= po); 故 互 的 弱化 拓扑 是 分 离 的 . 

从 命题 15-8 和 在 3-11 陈述 的 收敛 判别 法 得 到 下 列 判别 法 : 


命题 15-10 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 , zo 是 马 的 一 个 点 ,而 留 是 马上 的 一 
个 滤 子 基 . 
则 zo 是 罗 的 弱 极 限 等 价 于 对 于 所 有 ae 已 有 


(zola) = lim(zla). 


/ 称 EE 的 关联 于 范 数 的 拓扑 为 强 拓扑 , 称 它 的 弱化 拓扑 为 弱 拓 扑 . 
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由 于 每 个 线性 型 > 一 (zja) 是 连续 的 , 多 向 zo 的 强 收敛 药 涵 多 向 zo 弱 收 敛 . 
由 此 得 到 如 果 多 弱 收 敛 到 zo, 则 多 不 可 能 强 收敛 到 任何 x 关 zo; 但 是 有 可 能 多 
不 强 收 和 敛 到 zo. 这 里 有 一 个 2 中 的 例子 . 

设 un 是 12 的 点 , 除 第 ”个 坐标 为 1 外 , 其 余 的 坐标 均 为 0. 对 于 所 有 a e 12， 
序列 (unla) 趋 于 0, 故 序列 (wn) 弱 收 敛 于 0; 但 是 这 个 序列 不 强 收敛 于 0, 因为 对 
于 所 有 n 有 |lunll=1. 

命题 15-11 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 , zo 是 互 的 一 个 点 , 而 多 是 媚 上 的 一 
个 滤 子 基 ; 则 下 列 断 言 是 等 价 的 : 

1? 20 = 强 limz; 

2° 20 = 弱 limz， 并 且 ||zol| = limllzll. 

证 明 1° => 2° 是 显然 的 ; 我 们 证 明 反 向 的 蕴涵 关系 . 


假设 条 件 蕴 涵 zi 是 zzo (从 而 也 是 zoz 的 ) 的 和 z2 的 极限 . 故 (z2 + x?) 和 
(zoz 十 zzo) 有 极限 2z3; 遂 得 


， 2 li rr2 2 2 
lim(zo 7) lim(zo 十 Z“ 一 (zoz 十 ZZo)) = 0. 


换 句 话 说, 多 强 收敛 到 zo. 


816. 正 交 系 
在 Euclid 空间 R" 里 的 正 交 坐标 系 的 方便 性 促使 我 们 考察 在 准 Hilbert 空间 里 
是 否 能 够 利用 类 似 的 坐标 系 ; 完全 正 交 系 将 起 这 个 作用 . 


定义 16-1 设 马 是 一 个 准 Hilbert 空间 . 称 互 的 非 零 的 两 两 正 交 的 元 素 的 任 
意 族 (aijier 为 在 已 里 的 正 交 系 (或 族 ). 
如 果 所 有 ai 的 范 数 的 值 是 1, 则 说 这 个 正 交 系 (ai) 是 标准 正 交 的 . 


一 个 标准 正 交 系 (ai) 由 下 列 关系 刻画 特征 : 
(Qila;) = 06%;, 


其 中 的 65;;, 按照 i 关 j 或 i=j, 等 于 0 或 1. 
直接 看 出 , 如 果 (ai;) 是 正 交 系 , 则 ||ail|-1ai 就 是 标准 正 交 系 . 
任意 正 交 系 都 是 线性 无 关 的 ; 事实 上 , 如 果 3 Xiai = 0, 其 中 J 是 了 的 一 个 有 
i€ 
限 子 集 , 则 有 ， 
(二 Xiai ) 一 > |Ail2a2 一 0， 


于 是 对 于 所 有 ie 及 ;=0. 
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定义 16-2 设 (ai) 是 马里 的 一 个 标准 正 交 系 . 对 于 所 有 z € EE, 称 数量 积 
上 = (zlai) 为 x 对 于 这 个 系 的 指标 为 i 的 坐标 . 


2z 的 坐标 &; 仅 依赖 元 素 oi, 而 不 依赖 系 的 其 余 元 素 . 


命题 16-3 设 户 是 一 个 准 Hilbert 空间 . 则 对 于 妃 里 的 所 有 标准 正 交 系 (ai) 
和 所 有 z E ,|&i|? 的 族 是 可 和 的 , 并 且 


2 |&i|2 < zl2 (Bessel 不 等 式 ). 


2 


证 明 问题 归结 为 证 明 对 于 7 的 任意 有 限 的 子 集 J CT 有 
2 él < 人 


iEJ 
而 关系 (&iai|z 一 Qi) = 0 给 出 (5ailz) = (zl5ai) = |&i|>, 故 
0 和 < 和 (z->》 0) = 7 — > él, 


i€J i€J 
遂 得 欲 证 之 关系 . 口 
现在 要 刻画 使 得 |&;|? 的 和 等 于 ||z|l? 的 标准 正 交 系 的 特征 . 
我 们 回忆 以 下 定义 : 说 EB 的 元 素 的 一 个 族 (ai) 是 完全 的 , 如 果 由 它 生成 的 忆 的 
向 量子 空间 在 已 里 是 处 处 稠密 的 , 或 B 的 所 有 元 素 都 是 元 素 i 的 线性 组 合 的 极限 . 


定理 16-4 设 马 是 一 个 准 Hilbert 空间 ,而 (ai) 是 马里 的 一 个 标准 正 交 系 .下 
列 断言 是 等 价 的 : 

1° 对 于 所 有 zy € 忆 , &i 页 的 族 是 可 和 的 , 并 且 其 和 是 (zx|y); 

2° 对 于 所 有 z Ee BE, 有 zll? = 5 |&i|? (Parseval 等 式 ); 

3。 对 于 所 有 z E 忆 , 族 (&iai) 是 可 和 的 , 并 且 其 和 是 7; 

4° 族 (ai) 在 马里 是 完全 的 . 

证 明 1° 二 >2” 事实 上 , 2° 是 1° 的 特殊 情形 . 

2° 二 3 | 和 的 族 的 和 是 ||zl|?, 对 于 所 有 s > 0, 存在 I 的 有 限 子 集 .0, 使 得 
对 于 所 有 包含 hho 的 有 限 的 J 了 CI 有 


lz 要 一 >》 | < a. 
iEyJ 
于 是 有 
(z 一 》 6ai)? = ||z|l? — 》， 1 < e2， 由 此 得 到 ||x 一 》 &ail <e, 


i€J i€J i€J 
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这 就 证 明了 和 欲 证 的 性 质 . 

3° 全 各 由 于 对 于 所 有 ze€E EB 有 z= 和 6ai, 故 所 有 z 是 &iai; 的 有 限 和 的 极 
限 , 从 而 族 (a;) 是 完全 的 . 

4 全 1 设 ze ,给 定 e > 0; 根据 假设 , 存在 有 限 线性 组 合 y = 到 oo 使 

i€ 
得 lz- 名 和 es; 故 对 于 zx 在 有 限 族 (ai)iey 生成 的 完备 子 空间 上 的 投影 w' 更 加 满足 
lz 一 zz < s; 而 向 量 (z 一 2 si0s) 正 交 于 每 个 a; (其 中 ie 由, 故 z' = Déiai. 
i€ i€ 
于 是 我 们 有 
0< (s— Déio) = — Yl < e2. 


i€J i€EJ 
这 个 不 等 式 对 于 所 有 e 均 成 立 , 考虑 到 Bessel 不 等 式 , 即 得 
lp= 民 名 = 开 辐 (D) 


现在 设 zy 是 B 的 任意 两 个 元 素 , 它们 的 坐标 是 (&;) 和 (mi:)，|&i|? 和 |mil? 的 
可 和 性 蕴涵 5 元 和 &mi 的 可 和 人 性; 这 就 使 得 在 等 式 


dry = (+9 — (zy) +i((r+iy)? — (rz — iy)’) 
里 可 以 利用 关系 (1) 表示 &; 和 六 的 函数 的 平方 ; 就 得 到 了 等 式 : zy = 于 元 ， 口 


定义 16-5 在 一 个 准 Hlibert 空间 忆 里 , 所 有 满足 定理 16-4 的 断言 之 一 的 标 
准 正 交 系 称 作 万 的 标准 正 交 基 . 


把 公式 推广 到 正 交 基 16-6 经 常会 碰 到 这 样 的 情形 , 自然 地 出 现在 一 个 理论 中 
的 族 (ai) 不 是 一 个 标准 正 交 基 , 但 是 存在 数值 X 关 0 使 得 b; = Xiai 的 族 是 一 个 标 
准 正 交 基 . 

我 们 说 这 样 的 族 (ai) 是 EB 的 一 个 正 交 基 . 说 一 个 族 (a;) 是 这 样 的 基 , 显然 等 价 
于 它 是 正 交 的 和 完全 的 . 

关系 

z=2_&b 和 lz 上 =》 |&P， 其 中 &= (zlo) 


就 变 为 


z=Dosot 和 jz]P= 可 Nai?-losP， 其 中 o= 四 9 


oill? 


2 


数值 wm 称 为 x 在 基 (ai) 里 的 指标 为 i 的 Fourier 系数 ; 更 一 般 地 , 不 论 (ai) 完 
全 与 否 , 都 称 wm = (zlai)/|ail? 为 x 对 于 正 交 系 (ai) 的 Fourier 系数 . 
实际 上 , 可 以 不 经 过 中 间 的 b; 而 直接 形式 地 写 出 


Y 一 >》 aaai 由 此 得 到 zx? = > QiQi)? 和 zai = (>》， QiQi)ai. 
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形式 地 展开 后 两 式 就 得 到 上 面 写 出 的 公式 . 


必须 指出 的 是 , 根据 命题 16-13, 一 个 Hilbert 空间 EB 的 “标准 正 交 基 ”( 或 
正 交 基 ) 仅 当 EE 是 有 限 维 时 , 才 是 EE 的 代数 基 (参见 习题 的 195 题 ). 


Hilbert 空间 里 的 标准 正 交 基 的 特征 刻画 


定义 16-7 设 马 是 一 个 准 Hilbert 空间 . 在 妃 里 的 一 个 标准 正 交 系 (gi)ier, 如 
果 所 有 包含 它 的 标准 正 交 系 跟 它 是 相等 的 , 则 说 它 是 最 大 的 . 


这 个 条 件 等 价 于 说 所 有 正 交 于 每 个 a; 的 向 量 x 是 零 向 量 ; 换 句 话说 ,( 对 于 所 有 
i ET 有 (zlai) = 0) 蕴涵 ( z = 0). 再 一 个 说 法 是 : 所 有 坐标 &; 是 零 的 向 量 x 是 
2 一 0O. 


命题 16-8 如 果 妃 是 完备 的 , 则 定理 16-4 的 四 个 等 价 断 言 等 价 于 

5° 标准 正 交 系 (ai) 是 完全 的 ; 

证 明 1° 设 系 (a;) 满足 断言 3. 关系 x = iai 表明 : 如 果 所 有 &; 是 零 , 则 
z = 0, 故 系 (ai) 是 最 大 的 . 

2° 反之 , 假定 系 (ai) 是 最 大 的 ; 设 工 是 由 au 生成 的 向 量 空间 . 如 果 工地 书 , 命 
题 15-6 表明 存在 一 个 向 量 z 关 0, 并 且 正 交 于 元 当然 也 正 交 于 每 个 oi, 由 于 (ai) 
是 最 大 的 , 这 是 不 可 能 的 . 

于 是 有 工 = 一 , 换 句 话说 , 系 (ai) 是 完全 的 . 口 


命题 16-8 不 能 推广 到 不 完备 的 准 Hilbert 空间 (参见 习题 的 197, 198, 199 
题 ); 不 过 , 这 并 非 说 这 样 的 空间 不 可 能 具有 标准 正 交 基 . 


标准 正 交 基 的 存在 性 ”定理 16-4 的 四 个 断言 表明 标准 正 交 基 对 于 表示 准 Hilbert 
空间 的 元 素 的 用 途 . 了 解 这 类 基 的 存在 性 的 充分 条 件 也 就 变 得 至 关 重要 了 . 

借助 不 同 的 方法 , 我 们 将 要 证 明 这 样 的 基 在 完备 空间 E 里 存在 , 以 及 在 可 分 空 
间 里 存在 . 

引 理 16-9 一 个 准 Hilbert 空间 的 每 个 标准 正 交 系 必 被 包含 于 一 个 最 大 标准 正 
交 系 内 . 


证 明 我 们 先 回忆 归纳 偏 序 集 的 概念 . 如 果 一 个 偏 序 集 4 的 所 有 全 序 子 集 在 4 
里 都 有 上 界 , 则 说 它 是 归纳 的 ; 再 回忆 Zorn 定理 (等 价 于 选择 公理 ): 

“在 归纳 偏 序 集 里 4 里 , 必 有 一 个 最 大 元 素 .” 

为 了 应 用 Zorn 定理 , 把 的 标准 正 交 系 看 作 EE 的 子 集 是 方便 的 (不 再 看 作 其 
元 素 有 指标 的 集 ). 

如 果 定 义 EE 的 标准 正 交 系 s 的 集合 4 由 包含 关系 排序 , 4 就 成 为 一 个 归纳 偏 
序 集 ; 事实 上 , 设 5 是 4 的 一 个 全 序 子 集 ; se 5 的 并 集 5 是 标准 正 交 的 , 因为 如 果 
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Q1,Q2 是 它 的 两 个 不 同 的 分 别 属于 51, 52 (这 里 比如 S1 全 52) 的 元 素 ， Q1,Q2 属于 32， 
故 是 正 交 的 . 从 而 8 是 4 的 一 个 元 素 , 它 大 于 或 等 于 所 有 s e 5; 这 就 证 明了 4 是 
归纳 的 , 遂 得 引 理 . 口 


命题 16-10 所 有 Hilbert 空间 都 具有 一 个 标准 正 交 基 . 


证 明 引 理 16-9 表明 EE 包含 一 个 最 大 标准 正 交 系 , 根据 命题 16-8, 它 就 是 标准 
正 交 基 . 口 


更 一 般 地 , 从 断言 16-8 和 16-9 得 到 在 一 个 Hilbert 空间 里 , 所 有 标准 正 交 系 , 不 
论 有 限 或 无 限 , 都 包含 在 一 个 标准 正 交 基 里 . 


引 理 16-11 设 妃 是 一 个 准 Hilbert 空间 ,而 (a0,a1,…) 是 巨 的 线性 无 关 向 量 
的 一 个 有 限 或 无 限 序列 ; 对 于 所 有 n, Ln 是 由 (ao,ai,…… ,an) 生成 的 巨 的 子 空间 . 

如 果 bo = ao 而 bnti = ant1i 一 Pr,(ant1), 则 序列 (bn) 是 一 个 正 交 系 , 并 且 对 
于 所 有 m, 向 量 b0,b1,… ,bn 生成 万 


证 明 我 们 进行 归纳 推理 , 假定 bo, 5b1,… ,b,, 是 一 个 正 交 系 , 它 生 成 二 . 

关系 b+1 = an+l 一 Pr, (an+t1) 表明 b+1 了 0, 这 是 因为 on+i 不 属于 L,, 根 
据 推论 15-3, bn+1 正 交 于 Ln. 故 (bo, bi,… ,bn+1) 是 一 个 正 交 系 , 并 且 由 于 ai = 
bn+1 十 (Ln 的 一 个 向 量 ), 故 这 个 系 跟 (a0,a1,… ,an41) 生成 同样 的 空间 . 口 


正 交 序列 (如 ) 称 为 用 Gram-Schmidt 正 交 化 算法 由 (an) 诱导 的 正 交 系 . 
实践 上 , 序列 (如 ) 这 样 确定 : 当 b; 对 于 i < n 被 确定 后 , 令 


也 
bnt1 = an+l 十 > ， Nibi 
1 


对 于 i < n 就 应 该 有 
0 = (an+1|bi) 十 Mi(bi|bi), 由 此 得 到 入 . 
如 果 令 b= -bw 则 序列 (bt) 显然 是 标准 正 交 的 . 


命题 16-12 所 有 可 分 的 ( 即 包含 一 个 处 处 稠密 的 可 数 子 集 的 ) 准 Hilbert 空间 
有 有 限 或 可 数 的 标准 正 交 基 . 


证 明 根据 假设 , 存在 E 的 可 数 子 集 D, 使 得 万 = 已 . 把 D 的 点 编号 成 为 一 个 
序列 (an), 并 且 用 (ai。) 表示 这 个 序列 的 子 序列 , 它 由 这 样 的 w 组 成 , 它 不 是 指标 
7 < i 的 元 素 aj 的 线性 组 合 . 由 构造 过 程 得 知 a;。 是 线性 无 关 的 , 并 且 简 单 的 归纳 
推理 表明 所 有 ou 都 是 元 素 ai, 的 线性 组 合 , 故 序列 (ai ) 在 巨 里 是 完全 的 . 

从 序列 (ai。) 通过 Gram-Schmidt 正 交 化 算法 诱导 的 序列 是 完全 的 , 因为 它 跟 
序列 (ai,) 生成 同样 的 向 量 空间 ; 故 这 是 E 的 正 交 基 ; 从 它 立 刻 得 到 一 个 标准 正 
交 基 . 口 
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断言 16-11 和 16-12 对 于 函数 的 表示 极端 重要 ; Fourier 级 数 和 正 交 多 项 式 的 研 
究 就 提供 了 应 用 实例 . 


命题 16-13 (Hilbert 空间 的 同 构 ) 设 已 是 一 个 贼 以 了 标准 正 交 基 (aijier 的 
准 Hilbert 空间 . 如 果 对 于 所 有 x € E, 用 &; 表示 它 对 于 这 个 基 的 指标 为 i 的 坐标 ， 
则 从 巨 到 2 的 映射 f :zx 一 (&i) 是 从 互 到 好 的 一 个 在 到 处 处 稠密 的 向 量子 空间 
上 的 一 个 同 构 . 当 羽 是 完备 空间 时 , 这 个 映射 是 从 瑟 到 好 上 的 一 个 同 构 . 


证 明 定理 16-4 表明 对 于 所 有 ze B, zl2 = |&i]?2, 故 (&i) 是 到 的 一 个 点 ， 
映射 了 显然 是 线性 的 , 并 且 保 持 范 数 ; 故 根据 14-10，f 是 从 瑟 到 f(E) 的 一 个 同 构 . 

由 于 f(E) 显然 包含 122 的 典范 基 , 而 后 者 在 好 内 是 完全 的 , 故 f(E) 在 六 内 是 
处 处 稠密 的 . 

特别 地 , 如 果 EE 是 完备 的 , 则 f(E) 也 如 此 ; 故 f(B) 在 瑟 内 同时 是 处 处 稠密 和 
闭 的 , 换言之 , f(E) = 他. 口 


推论 16-14 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 , 而 (aijier 是 马 的 一 个 标准 正 交 基 . 则 
对 于 区 的 元 素 所 有 满足 关系 |&i|? < oo 的 族 (&i)jier, 存在 马 的 一 个 在 给 定 基 里 坐 
标 为 (&i) 的 点 7. 


这 个 断言 直接 从 16-13 得 到 , 并 且 是 定理 16-4 的 断言 2 的 逆 命题 . 


推论 16-15 设 马 是 一 个 可 分 的 准 Hilbert 空间 . 

如 果 马 是 有 限 维 的 , 维 数 是 mw 则 马 同 构 于 KK". 

如 果 马 的 维 数 是 无 穷 , 则 巨 同 构 于 12 的 一 个 处 处 稠密 的 子 空间 ; 如 果 妃 是 完 
备 的 , 则 已 同 构 于 12 本 身 . 


这 是 16-12 和 16-13 的 直接 推论 . 


命题 16-16 1 Hilbert 空间 马 的 所 有 标准 正 交 基 有 同样 的 基数 ( 称 为 媚 的 
Hilbert 维 数 ). 
2° 两 个 Hilbert 空间 是 同 构 的 等 价 于 它们 的 Hilbert 维 数 相等 . 


证 明 1° 如 果 态 的 维 数 是 n, 则 B 的 任 一 标准 正 交 基 是 一 个 代数 基 , 故 它 的 基 
数 是 nn. 

假定 5 的 维 数 是 无 穷 的 , 而 (ai)jier 和 (bj;)jyer 是 BE 的 两 个 标准 正 交 基 . 

元 素 a; 的 带 有 理 系数 (如 果 区 = C, 复 有 理 系数 ) 的 有 限 线性 组 合 的 集合 4 在 
万 内 是 处 处 稠密 的 ; 而 因为 了 是 无 穷 的 , Q 是 可 数 的 ，4 和 的 基数 4 和 了 是 相等 
的 (利用 我 们 承认 的 事实 : 对 于 所 有 整数 pz 了 和 I? 有 同样 的 基数 ). 

而 在 吾 里 半径 为 2-! 中 心 为 b; 的 开 球 Bi 是 两 两 不 交 的 ; 由 于 每 个 Bj; 含有 4 
的 至 少 一 个 点 , 故 有 j < A = 了 . 

同样 的 方式 得 到 了 < Jj; 故 了 = 
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2° 两 个 Hilbert 空间 之 间 的 每 个 同 构 , 都 把 一 个 空间 的 任 一 标准 正 交 基 变 成 另 
一 个 空间 的 标准 正 交 基 ; 因此 两 个 同 构 的 空间 有 同样 的 Hilbert 维 数 . 

反之 , 如 果 两 个 Hilbert 空间 EB,F 有 同样 的 Hilbert 维 数 , 则 它们 有 指标 集 7 相 
同 的 标准 正 交 基 . 根据 命题 16-13, 空间 刀 , 亚 的 每 一 个 都 同 构 于 83; 因而 它们 是 同 
构 的 . 口 


注 16-17 最 有 用 的 Hlibert 空间 是 Hlibert 维 数 为 No 的 Hilbert 空间 . 到 目前 
为 止 , 我 们 遇 到 的 仅 有 的 这 样 的 空间 是 12; 在 积分 论 里 将 看 到 其 他 的 重要 的 这 样 的 
具体 空间 . 


817. Fourier 级 数 和 正 交 多 项 式 


Fourier 级 数 设 马 是 从 RR 到 C 的 周期 为 2r 的 连续 映射 的 向 量 空 间 . 
对 于 所 有 z,y e EB, 令 


27 oo Q 十 27r = 
(zly) = [ z(t)y)dt = / z 人 DJdt 


这 个 正 Hermite 型 是 上 的 一 个 数量 积 , 这 是 因为 关系 (zlz) = 0 和 zx 的 连续 
性 蕴涵 对 于 所 有 t e [0,2r] 有 z(t) = 0, 随 之 由 于 z 是 以 2x 为 周期 的 , 故 对 于 所 有 
tiE 了 有 z(b=0. 

空间 BE 赋 以 了 这 个 数量 积 是 一 个 准 Hilbert 空间 , 但 它 不 是 完备 的 (参见 例子 
14-7), 只 有 用 在 后 面 的 Lebesgue 积分 的 意义 下 平方 可 和 的 并 且 以 2r 为 周期 的 函数 
的 空间 取代 EE ,才能 得 到 完备 空间 . 

对 于 所 有 me Z, 用 ov 表示 函数 t 一 eint, 它 显然 属于 五 . 

命题 17-1 1° 函数 eint 的 族 是 马 的 一 个 正 交 基 . 

2。 对 于 所 有 ze 已 有 


(zlz) = 2r 》、|an|?， 其 中 an = (zlan)/27. 
3° 函数 aneint 的 族 在 忆 是 可 和 的 , 并 且 其 和 是 z. 
证 明 我 们 有 
(aplag) = [ “exe-ot 尼 一 0 (如 果 p 关 gq)， 或 2r (如 果 p = 9)， 


娘 外 , 根据 第 二 章 第 12 节 的 应 用 2", 所 有 函数 z e EB 是 函数 on 的 线性 组 合 的 
一 致 收敛 的 极限 ; 于 是 关系 


27 
[ Jf Pat < 2r(sup |f (0)))? 
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表明 一 致 收敛 蕴涵 对 于 5 的 Hilbert 范 数 的 收敛 . 
于 是 得 到 co 的 族 在 EB 里 是 完全 的 , 因此 它 是 B 的 正 交 基 . 
言 2 和 3 可 从 定理 16-4 和 16-6 的 公式 得 到 . 口 


注 17-2 有 了 时候, 尤其 当 研 究 的 函数 取 实 值 时 , 用 函数 cosnt (其 中 n > 0) 和 
sinnt (其 中 n > 1) 的 族 代 替 函 数 eint 会 更 方便 . 初等 计算 表明 这 个 族 也 是 正 交 的 . 

此 外 , 这 个 族 在 EE 内 是 完全 的 . 由 于 族 (eint) 是 完全 的 , 关系 eint = cosnt 十 
isin nt 表明 每 个 ez 是 cosnt 和 sinnt 的 线性 组 合 ; 故 后 者 组 成 互 的 正 交 基 . 

如 果 用 cn 和 s” 分 别 表示 元 素 cosnt 和 sinnt, 则 xz € EB 的 Fourier 系数 Y 和 
on 由 下 面 的 关系 给 定 : 


Yo = (zlco)/2r;i Yn = (zlen)/r; on = (zlsn)/7T, 对 于 n>1. 
这 里 的 Parseval 关系 写成 
(zlz) = 2rlnoP + "De + on)， 
全 命题 17-1 表明 对 于 所 有 函数 z & 已 函数 序列 
w(t) Sy apeet 


均 方 收敛 到 >. 但 是 关于 简单 收敛 和 一 致 收敛 却 只 字 未 提 . 

当 研究 积分 时 我 们 将 再 回 到 收敛 问题 上 来 . 这 里 只 是 简单 地 指出 如 果 函 数 zn 
的 序列 一 致 收敛 到 一 个 函数 z', 则 有 zx' = z; 事实 上 , 序列 (zn) 在 已 的 收敛 意义 下 
也 收敛 到 ”', 由 于 仅 有 一 个 极限 点 , 故 x/ = x. 

正 交 多 项 式 17-3 设 了 是 以 的 一 个 有 界 或 无 界 的 闭 区 间 , 而 p 是 一 个 连续 并 
且 在 工 内 部 大 于 0 的 数值 函数 , 满足 条 件 : 对 于 所 有 整数 n>0 有 


/ tl*p(t)dt < o0. 
I 


称 这 样 的 一 个 函数 为 T 上 的 权 函 数 . 
设 ,是 (I,K) 的 由 使 得 


/OPpOd<oa 
了 


的 函数 z 组 成 的 子 集 . 
关系 |z 二 yl? < 2(|z]2 十 |yl?) 和 2|zy| < |zl? +ly2 表明 已 是 一 个 向 量 空间 , 并 
且 函 数 
(oly) = / sat 
I 


* 240. 第 三 章 拓扑 向 量 空间 


是 EB, 上 的 一 个 正 Hermite 型 . 

此 外 , 由 于 p 是 连续 的 , 并 且 在 了 的 内 部 大 于 0, 关系 (zlz) = 0 蕴涵 对 于 所 有 
t,z(t) = 0, 故 z= 0; 换 句 话说 , (zly) 是 BE, 上 的 一 个 数量 积 , 它 使 得 EE, 成 为 一 个 
准 Hilbert 空间 . 

对 于 p 所 做 的 假设 蕴涵 单项 式 刀 是 也 的 一 个 元 素 ; 而 如 是 线性 无 关 的 , 这 
是 因为 在 7 上 恒 等 于 零 的 所 有 多 项 式 的 所 有 系数 都 是 零 ; 于 是 可 以 对 于 如 利用 
Gram-Schmidt 正 交 化 算法 . 

令 an(t) = 妇 ; 归纳 关系 


Po = ao; P= an — Pr,_ (an) 


表明 PP, 是 实 系数 的 n 阶 多 项 式 , 并 且 其 最 高 阶 项 是 刀 ， 

书 , 称 为 了 上 关联 于 权 p 的 正 交 多 项 式 . 

在 某 些 问题 中 , 有 时 人 们 会 用 成 比例 的 多 项 式 pn = 和 Ps 代替 如 ,其 中 和 是 
一 个 不 等 于 零 的 数 (例如 有 时 假定 pn 在 工 的 一 个 端点 取 值 为 1); 但 在 下 文中 , 我 们 
仅 考虑 媚 


经 典 例子 17-4 

1° T=[-1,1] 而 p(t)=(1 一 (1+t)5 (其 中 a 和 B> 一 1). 
对 应 的 多 项 式 忆 , 称 为 Jacobi 多 项 式 . 

对 于 a= 6=0 (从 而 p(t) = 1), 这 是 Legendre 多 项 式 . 

对 于 a = B= 一 二 ,这 是 Tshebyscheff 多 项 式 . 

2°* T=[0,o00)， 而 p(t) = et. 

对 应 的 多 项 式 PP, 称 为 Laguerre 多 项 式 . 

3" 了 = (-co,+oco)， 而 p(t) =e-. 

对 应 的 多 项 式 PP, 称 为 Hermite 多 项 式 


命题 17-5 当 区 间 工 是 紧 致 的 时 候 , 上 的 关联 于 权 了 的 多 项 式 序列 已 , 是 准 
Hilbert 空间 已, 的 正 交 基 . 


证 明 I 上 的 所 有 连续 函数 是 多 项 式 的 一 致 收敛 的 极限 ( 见 第 二 章 12-5 的 应 用 
1°), 故 是 , 的 线性 组 合 的 一 致 收敛 的 极限 . 于 是 已, 的 序列 在 EE, 里 是 完全 的 ( 跟 
命题 17-1 的 证 明 相同 ); 另外 , 由 于 它 是 正 交 的 , 故 是 , 的 正 交 基 . 口 


/ 1° 当 区 间 I 不 是 有 界 的 时 , 在 T 上 存在 这 样 的 权 p, 使 得 序列 已 , 不 是 已 
的 正 交 基 . 但 是 已 经 证 明 , 对 于 Laguerre 多 项 式 和 Hermite 多 项 式 , 它们 还 是 组 成 
, 的 正 交 基 . 

2° 像 对 于 Fourier 级 数 一 样 , 关联 于 一 个 元 素 ze 也 的 通 项 为 on P,( 的 级 数 
并 不 总 是 一 致 收敛 , 甚至 不 是 简单 收敛 到 函数 z(t), 但 是 如 果 它 一 致 收敛 , 则 必然 收 
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敛 到 z(t). 
正 交 多 项 式 序列 的 一 般 性 质 我 们 将 证 明 在 一 个 区 间 了 上 的 关联 于 权 p 的 正 交 
多 项 式 序列 (已 ,) 具有 独立 于 权 的 有 趣 的 性 质 ; 为 此 我 们 利用 下 列 两 个 显然 的 注释 : 


17-6 对 于 所 有 mw 多 项 式 PP, 跟 所 有 阶 数 小 于 n 的 多 项 式 8 是 正 交 的 , 这 是 
因为 一 个 这 样 的 8 是 P; 的 线性 组 合 , 其 中 i < n. 


17-7 对 于 所 有 n,P --tPs-1 是 阶 数 小 于 n 的 多 项 式 的 , 故 
(tPa-ilPn) = (PnlPn). 
17-8 孔 的 数量 积 的 定义 表明 , 对 于 所 有 z,y, ze Eb, 有 
(zy|z) = (zy2|1) = (zlyz). 
命题 17-9 所 有 多 项 式 忆 , 在 了 的 内 部 有 mn 个 不 同 的 实 根 . 
证 明 P, 和 己 的 正 交 性 蕴涵 


/ P(t)p(t)dt = 0. 
I 


故 书 , 至 少 在 了 的 一 个 内 点 改变 符号 一 次 . 更 一 般 地 , 设 (1,t2o,… , 妇 ) 是 已 
在 I 内 部 的 根 的 序列 ， 其 中 ti < titl, 在 每 个 点 ti Pn 改变 符号 . 我 们 要 证 明 rr 二 Nn. 
由 于 显然 有 > < n, 只 需 排除 r < nn: 


如 果 令 Q(t) = (t 一石 )(t 一 妃 )…(t 一 妇 ), 多 项 式 P,Q 在 I 上 保持 符号 不 变 , 故 
(P|Q) 冯 0; 注 17-6 表明 在 有 不 等 式 r < n 时 这 是 不 可 能 的 . 口 
命题 17-10 ( 递 推 关 系 ) 存在 实数 的 两 个 序列 Xu Hpn, 其 中 jn > 0, 使 得 对 于 
所 有 妹 2 有 
FP, = (t 十 Mn)Pn-1 一 unPn—2. 
证 明 由 于 (PB -ti) 的 阶 数 小 于 等 于 (n 一 1), 可 以 写 出 
PP, 一 上- = > ciF. 


i<n—l 
于 是 对 于 所 有 i < (n 一 1) 有 
—(tPn-1ilP:) = ci(PilP;). (1) 


而 根据 注 17-8, (tPa_i|B) = (PiltPB); 故 如 果 i+1<n 一 1, 即 i < (n 一 2), 这 
个 数量 积 是 零 ; 于 是 除去 i= (n 一 2) 和 (n 一 1), 有 ci=0. 
对 于 ;= (n 一 2), 注 17-7 表明 


一 ( 忆 -1| 忆 -1) = cn-2(Pn_2|P,2). 
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于 是 c,_2 < 0. 
对 于 ;1 = (n 一 1), 关系 (1) 仅 表 明 c,_1 是 实数 . 口 


注 多 项 式 pn = 和 nP, 之 间 的 递 推 关系 显然 有 类 似 的 形式 , 不 过 稍微 复杂 一 点 : 


pn = (unt 洲 Un)pn—1 十 Wnpn—2. 


V. 习 题 
说 明 :， 较 难 的 习题 都 打上 了 星 号 . 


一 般 拓 扑 向 量 空间 


1° 设 一 是 一 个 拓扑 向 量 空间 , 而 X,Y c B; 证 明 下 列 性 质 : 

a) 如 果 X 是 开 集 , 则 铸 十 Y 也 是 开 集 ; 

b) 如 果 XX 和 YY 是 紧 致 的 , 而 EB 是 分 离 的 , 则 X 上 +Y 是 紧 致 的 . 

通过 在 R? 里 构造 一 个 例子 证 明 , 有 可 能 X 和 了 是 闭 的 , 但 X+Y 不 是 闭 的 . 
2° 给 及 上 的 连续 函数 的 空间 多 (了 ,了 R) 赋 以 由 距离 


d(f,g) =sup|jz) 一 gz)]| 


定义 的 一 致 收敛 拓扑 . 

证 明 这 个 拓扑 虽然 同 (RR, 尺 ) 的 群 结构 是 相 容 的 , 但 是 同 它 的 向 量 空间 的 结构 
不 是 相 容 的 . 

*3。 对 于 所 有 e > 0 和 所 有 x e 多 ([0,1], 了 R), 我 们 说 = 是 关联 于 z 的 , 如 果 使 得 
z(t)| > e 的 点 te [0,1] 的 集合 可 以 被 长 度 之 和 小 于 等 于 e 的 有 限 个 区 间 的 族 所 覆 


盖 ; 令 


p(7z) = (关联 于 z 的 e 的 下 确 界 ). 


a) 证 明 p 不 是 多 ([0,1,R) 上 的 范 数 , 但 是 满足 plz) = p(-z) 和 p(z +y) < 
2p(z) 十 p(y). 由 此 推导 出 如 果 令 d(x,y) = p(z 一 四, 则 d 是 这 个 空间 上 的 一 个 距离 . 

b) 证 明 对 于 关联 于 这 个 距离 的 所 有 中 心 为 O 半径 为 p > 0 的 球 B， 的 凸 包 
络 是 整个 空间 . 

c) 证 明 关联 于 这 个 距离 的 拓扑 同 多 ([o, 1],R) 的 向 量 空间 的 结构 是 相 容 的 , 但 它 
不 是 局 部 凸 的 . 

d) 证 明 在 这 个 空间 上 的 唯一 的 连续 线性 型 是 线性 型 0. 


V. 习 题 “ 243 ， 


4° 对 于 所 有 的 数 es > 0 和 所 有 x e 多 (|0,1], 了 ), 我 们 说 e 是 关联 于 z 的 , 如 果 使 
得 jz()| > e 的 点 te [0,1 的 集合 包含 于 一 个 长 度 小 于 等 于 e 的 区 间 里 ; 令 


q(x) = (关联 于 z 的 se 的 下 确 界 ). 


9 是 否 具 有 跟 第 3 题 中 的 p 类 似 的 性 质 ? 

5° 设 马 是 展 上 的 向 量 空间 , 而 是 5 的 这 样 的 凸 子 集 VV 的 集合 :V 含有 0， 
并 且 对 于 的 所 有 含有 O 的 直线 D, 点 0 是 区 间 DNV 的 内 点 . 

我 们 说 E 的 一 个 子 集 X 是 开 集 , 如 果 对 于 所 有 z e X, 存在 一 个 V e YY, 使 得 
Z 十 了 C 天， 

a) 证 明 这 些 “ 开 集 ” 的 集合 在 上 定义 一 个 跟 五 的 向 量 空间 结构 相 容 的 拓扑 ， 
并 且 Y 构成 O 对 于 这 个 拓扑 的 邻 域 基 . 

b) 给 定 BB 的 一 个 代数 基 B = (ai)ier. 证 明 对 于 所 有 大 于 0 的 数 族 (ai)icr, 元 
素 auiai 和 -aiai 的 凸 包 络 属于 ,并且 这 些 凸 包 络 构成 O 的 邻 域 基 . 

c) 证 明 EB 上 的 所 有 线性 型 对 于 这 个 拓扑 是 连续 的 . 

6" 设 妃 是 及 上 的 向量 空 间 ; 证 明 : 如 果 妃 是 无 限 维 的 , 则 EB 上 关联 于 巨 上 的 
所 有 线性 型 的 弱 拓 扑 不 同 于 第 5 题 所 定义 的 拓扑 . 

7°* 设 马 是 KK 上 的 向 量 空间 ; 在 上 给 定 两 个 跟 B 的 向 量 空间 结构 相 容 的 拓 
扑 , 并 且 分 别 用 %,%% 表示 O 对 于 每 个 拓扑 的 邻 域 的 集合 . 证 明 五 的 形式 如 Vi 
的 集合 V, 其 中 Vi € % 且 We %, 是 0 对 于 一 个 跟 万 的 向 量 空间 结构 相 容 的 拓 
扑 的 邻 域 的 集合 . 

8° 设 马 是 KK 上 的 一 个 拓扑 向 量 空 间 , 而 f 是 EB 上 的 一 个 (不 恒 等 于 零 的 ) 线 
性 型 . 证 明 如 果 超 平面 互 = f-1(0) 是 闭 的 , 则 f 是 连续 的 .( 首 先 证 明 存 在 一 个 a 使 
得 f(a) = 1, 并 且 利 用 f-!(a) 的 补 集 是 O 的 一 个 邻 域 这 个 事实 .) 


关联 于 半 范 数 族 的 拓扑 


9°? 我 们 说 赋 以 多 拓扑 的 向 量 空 间 EB 的 一 个 子 集 X 是 有 界 的 , 如 果 所 有 半 范 
数 pe 在 XX 上 都 是 有 界 的 . 

证 明 有 界 子 集 类 对 于 下 列 运算 是 稳定 的 : 

闭 包 , 凸 包 络 , 在 连续 线性 映射 下 的 像 , 有 限 并 , 有 限 向 量 和 , 有 限 乘 积 . 

证 明 所 有 紧 致 集 是 有 界 的 ; 并 且 对 于 所 有 收敛 序列 (zn,)，zn 的 集合 是 有 界 的 . 

10° 设 妃 是 了 上 的 一 个 同 量 空间 ; 而 和 是 瑟 的 一 个 凸 子 集 , 使 得 


E= () kxX. 
kER+ 


对 于 所 有 z e E, 令 
2D(Z) = inf{k > 0:7 EkX}. 
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证 明 p 是 正 齐 次 的 和 凸 的 , 并 且 当 X 是 对 称 的 时 候 , p 是 一 个 半 范 数 ; 在 什么 
情形 下 , 这 是 一 个 范 数 ? 证 明 


{xz:p(z) <1}CXC{r:p(7r) <1}. 


11?" 设 妃 是 及 上 的 一 个 向 量 空间 , F 是 BE 的 一 个 子 空间 ,而 p 是 从 巨 到 尺 内 
的 一 个 映射 , 使 得 对 于 所 有 z,y e E 和 所 有 入 e 及 + 有 : 


p(AZ) = Mz); p(T+Y) 入 p(z) 十 D(y). 


a) 设 f 是 妃 上 的 一 个 线性 型 , 使 得 对 于 所 有 ze 有 f(z) < p(z); 证 明 对 于 
所 有 ae 已 和 所 有 ve 玉 有 


f(u) —p(u —a) < fla) < pv +a)— f(v). 


b) 更 一 般 地 , 设 f 是 仅 定 义 在 Ff 上 的 一 个 线性 型 , 使 得 对 于 所 有 z e F 有 
f(x) < p(z). 
对 于 所 有 a e EE, 令 


ka= sup(f(W) -pu -a)), Ka= inf (pl(v +a)— f(v)). 
uEF uEF 


证 明 k。 和 K。 是 有 限 的 , 并 且 ks < Ki. 
c) 保持 在 b) 里 的 假设 , 并 且 假定 a 4 F; 设 大 是 任意 一 个 属于 [ko,K。] 的 数 . 
对 于 所 有 z e F 和 所 有 入 e 及, 令 


9(Z 十 Xa) = f(z) + Mk. 


证 明 9 是 在 EE 的 由 和 4a 生成 的 向 量子 空间 及 上 的 线性 型 ，9 在 上 等 于 ,并 
且 对 于 所 有 y € Fs 有 g(y) < p(y). 

12。 假定 B 和 p 的 定义 同 前 一 个 题 . 设 多 是 二 元 组 (Ff) 的 集合 , 其 中 下 是 
的 向 量子 空间 , 而 f 是 上 的 一 个 线性 型 , 使 得 在 FF 上 有 f < p. 我 们 说 


(D1, fi1) < (Fs2, f2), 


或 说 ( 思 , fo) 是 ( 互 , 刻 ) 的 延 拓 , 如 果 刻 c 互 ,并 且 甩 是 所 在 肪 上 的 限制 . 

a) 证 明 这 个 关系 是 多 上 的 次 序 关系 , 并 且 如 此 定义 次 序 的 多 是 归纳 的 (参见 
16-9). 

b) 从 前 一 个 题 推 导出 多 的 最 大 元 有 形式 (EE, 了 ). 

13。 设 E,p, 多 的 定义 跟 上 题 相同 . 

a) 证 明 所 有 (Ff) e 多 具有 一 个 延 拓 (已 ,9). 由 此 证 明 总 存在 EE 上 的 一 个 线 
性 型 f, 使 得 在 妃 上 有 六 < >. 


V. 习 题 “245 ， 


b) 沿用 前 面 的 记号 , 证 明 ( 书 f) 有 唯一 延 拓 (E,g) 的 必要 和 充分 的 条 件 是 : 对 
于 所 有 a e E, 有 ks = Ki. 

(这 个 题目 的 断言 构成 Hahn-Banach 定理 , 它 在 分 析 中 的 应 用 是 多 方面 的 .) 

14° 设 忆 是 及 上 的 一 个 赋 以 了 分 离 的 罗 拓扑 的 向 量 空间 . 

利用 13 题 证 明 : 对 于 EB 的 所 有 z ## 0, 存在 一 个 在 EE 内 连续 的 线性 型 f, 使 得 
jz) #0. 

15° 证 明 及 上 的 所 有 赋 范 空间 EB 的 范 数 是 形式 如 |1| 的 半 范 数 的 一 个 族 的 上 包 
络 , 其 中 ! e gE’' (利用 第 13 题 ). 

由 此 推导 出 如 果 多 是 向 量 空间 EB 的 半 范 数 的 一 个 无 穷 族 , 而 多 是 作为 多 的 
子 族 的 上 包 络 的 上 的 半 范 数 的 族 , 关联 于 多 和 多 的 上 的 拓扑 一 般 是 不 同 的 . 

指出 这 些 拓扑 是 相等 的 几 个 情形 . 

16" 设 B 是 R 上 的 一 个 赋 范 空间 EB 的 单位 闭 球 . 证 明 对 于 所 有 使 得 ||z|| = 1 
的 z € EE, 存在 EE 上 的 一 个 线性 型 f, 使 得 f= 1 并且 f(z) = 1 (利用 13 题 ). 

17° 设 BE,F 是 区 上 的 两 个 向 量 空 间 , 而 f 是 瑟 x F 上 的 一 个 双 线 性 型 . 我 们 
说 f 使 EE, 下 成 为 对 偶 , 如 果 

a) 对 于 五 内 的 所 有 z 关 0, 存在 ye ,使 得 f(x,y) 关 0; 

b) 对 于 内 所 有 vy 关 0, 存在 ze 五 , 使 得 f(x,y) 冯 0. 

我 们 称 关联 于 线性 型 l : z 一 f(z,y) (其 中 y e ) 的 族 的 弱 拓扑 为 关联 于 f 的 
五 上 的 弱 拓 扑 . 

证 明 这 个 拓扑 是 分 离 的 , 并 且 如 果 互 是 无 穷 维 的 , 则 这 个 拓扑 不 能 用 范 数 定义 
(为 此 证 明 O 的 所 有 邻 域 包含 余 维 数 有 限 的 5 的 一 个 向 量子 空间 ). 

证 明 : 上 的 所 有 线性 型 !, 如 果 对 于 刚 定 义 的 弱 拓 扑 是 连续 的 , 必定 有 形式 1，. 

18° 设 刀 是 C 的 开 圆 盘 {z : |z| < 3}, 而 K 是 紧 致 集 {z : |z| < 1}. 对 于 所 有 
fe NM(D)( 参 见 3-7), 令 

p(f) = Sup |f (2)|. 


a) 证 明 p 是 . 知 (D) 上 的 范 数 ; 

b) 证 明 由 2 在 .‰o(D) 上 定义 的 拓扑 不 同 于 在 所 有 紧 致 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 ( 利 
用 由 f(z) = e"(z-2) 定义 的 函数 序列 (f,)). 

19° 设 4 是 [0,1] 的 一 个 可 数 子 集 , 而 a 是 从 4 到 (0,oo) 的 一 个 映射 , 使 得 
> a(t) < oo. 对 于 所 有 ze 多 ([0,1], 了), 令 


tE4 


If|= al) 
tE4 
a) 证 明 lj 是 多 (0, 1 了) 的 一 个 半 范 数 ; 在 什么 情形 下 , 这 是 一 个 范 数 ? 它 等 
价 于 一 致 收敛 范 数 吗 ? 


. 246 . 第 三 章 拓扑 向 量 空间 


b) 证 明 这 样 的 半 范 数 仅 当 对 应 的 集合 4 和 4' 相等 并 且 比 值 w/w 和 oa/a 有 
界 时 才 定 义 多 ([0,1, 了 ) 上 的 同一 个 拓扑 . 


关联 于 范 数 的 拓扑 


20° 证 明 赋 范 空间 的 所 有 紧 致 子 集 是 有 界 的 . 

21° 如 果 X,Y 是 一 个 赋 范 空间 的 两 个 紧 致 子 集 , 证 明 连 接 X 的 一 个 点 和 了 的 
一 个 点 的 直线 段 是 紧 致 的 (利用 乘积 X x Y). 

22? 设 妃 是 一 个 赋 范 空间 , 而 X 和 了 是 五 的 两 个 子 集 . 证 明 : 如 果 X 是 紧 致 
的 , 而 Y 是 闭 的 , 则 和 +Y 是 闭 的 . 

23° 证 明 在 所 有 赋 范 空间 里 , 单位 开 球 的 闭 包 是 单位 闭 球 , 并 且 它 的 边界 是 单位 
球面 {zx : |lz|| = 1}. 

24° 设 EB,FF 是 展 上 的 两 个 赋 范 空间 , 而 f 是 从 五 到 F 内 的 一 个 映射 , 使 得 

a) 对 于 所 有 z,y ee 已 有 f(z +y) = f(x) + f(y); 

b) f 在 五 的 单位 球 上 是 有 界 的 . 

证 明 f 是 线性 的 和 连续 的 . 

25° 设 X 是 完备 赋 范 空间 EE 的 一 个 闭 子 集 . 证 明 : 为 了 XX 是 紧 致 的 , 必须 且 只 
需 对 于 所 有 s > 0, 存在 XX 的 由 半径 为 s 的 球 的 有 限 族 组 成 的 一 个 覆盖 . 

推广 这 个 性 质 到 所 有 完备 距离 空间 . 

26" 设 五 是 一 个 赋 范 空间 . 

a) 如 果 在 EE 里 , 所 有 绝对 收敛 的 序列 (an) 是 收敛 的 , 证 明 EB 是 紧 致 的 . 

b) 如 果 在 里 , 所 有 满足 j|anl| < 2-?” 的 序列 (on) 是 收敛 的 , 证 明 EE 是 完备 的 . 

如 何 把 这 个 断言 推广 到 所 有 距离 空间 E? 

27° 设 忆 是 赋 以 了 一 个 半 范 数 p 的 向 量 空间 . 如 果 p(z 一 y) = 0, 则 说 z ~ 外 

证 明 这 个 关系 是 EE 上 的 一 个 等 价 关 系 , 这 个 关系 在 明确 的 意义 下 跟 的 向 量 
结构 和 半 范 数 是 相 容 的 , 并 且 O 的 等 价 类 是 EE 的 一 个 向 量子 空间 . 设 互 是 EB 对 于 
这 个 等 价 关 系 的 商 空 间 ; 证 明 可 以 给 它 赋 以 唯一 的 一 个 赋 范 向 量 空间 的 结构 , 使 得 
从 巨 到 户 上 的 映射 z 一 3 是 一 个 使 得 | 人 2 = p(x) 的 线性 映射 . 

我 们 说 是 关联 于 5 的 赋 范 空间 . 


范 数 的 比较 
28? 对 于 所 有 z e 1([0, 1],R) , 令 
lzll = sup(|z(€)| 十 |z (的 |). 


证 明 jlzl| 是 一 个 范 数 ; 它 等 价 于 范 数 (sup |z 人 (的 | 二 sup |z'(|) 吗 ? 


V. 习 题 247 ， 


29° 设 忆 是 1([0,1],R) 的 由 使 得 x(0) = 0 的 > 组 成 的 向 量子 空间 . 
对 于 所 有 ze E, 令 
上 zl = sup |z(t) + 2 (|. 


证 明 |lz|| 是 BE 上 的 一 个 范 数 , 它 等 价 于 范 数 (sup |z(t)| + sup |z’(#)|). 
30° 在 1([0, 1], 民 ) 上 比较 下 面 的 四 个 范 数 


1 
jp. ne | lz 人 bd 
1 
sup |z(D| + sup |z’(D)|; suple (+ [lelat 


31° 证 明 在 区 上 的 空间 中 里 , 范 数 |zn| 和 sup |zn| 不 是 等 价 的 . 
32° 对 于 所 有 x e 多 1([0,1], 了 ), 由 下 式 定义 正 数 p(x): 


1 
eS 1 上 z(t)dt. 
0 
证 明 p 是 一 个 范 数 , 并 且 对 于 这 个 范 数 的 收敛 性 蕴涵 一 致 收敛 性 . 


范 数 和 凸 函数 


33° 设 是 一 个 赋 范 空间 , 而 5 是 EB 的 单位 球面 {2z : ||zl| = 1}. 假定 对 于 所 有 
7z,y E€ 5, 有 


3 < 1 ve ul 
其 中 y 是 从 [0, co) 到 及 + 内 的 一 个 递增 映射 , 满足 条 件 : 对 于 所 有 wu > 0 有 p(w) > 0. 
证 明 对 于 所 有 完备 凸 集 XX Cc 5, EB 的 所 有 点 z 在 X 上 有 唯一 的 投影 . 
34° 设 妃 是 及 上 的 一 个 向 量 空间 . 称 空间 Ec = 吾 x 瑟 为 已 的 复 化 空间 , 如 果 
给 EE. 赋 以 通常 的 加 法 , 并 且 E。 的 元 素 (w,v) 跟 C 的 元 素 (a ++i8) 的 乘法 的 定义 是 


(a+iB)(u,v) = (ou — Byv, Bu 十 av). 


a) 证 明 EE 是 C 上 的 一 个 向 量 空间 , 并 且 如 果 通 过 把 EB 的 元 素 v 等 同 于 E 的 
(wu,0) 把 EE 租 入 到 E, 则 EE 的 子 集 E 生成 E.. 

b) 如 果 马 是 赋 范 的 , 证 明 一 般 地 可 以 用 多 个 方式 把 EB 的 范 数 延 拓 成 C 上 的 向 
量 空间 EB。 上 的 范 数 ; 还 要 证 明 这 些 不 同 的 EF。 上 的 范 数 是 等 价 的 . 证 明和 E. 同 
时 是 完备 的 或 不 完备 的 . 

c) 如 果 已 是 一 个 实 准 Hilbert 空间 , 证 明 它 的 数量 积 可 以 通过 唯一 的 方式 延 拓 
为 BE。 上 的 一 个 数量 积 , 给 出 它 的 表达 式 . 
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35° 设 巨 是 C 上 的 一 个 向 量 空间 ; 我 们 称 从 Ex B 到 RR 内 的 所 有 映射 g 为 
EE 上 的 次 数量 积 , 如 果 它 满足 关系 : 


1) q(x,y) = gq(y,7); 2) ga(Mz,y) = |Ag(z,y) 
3) ql(v+v,y) < gq(u,y) + q(v,Y); 4) g(x,y) < q(z, x)q(y,y). 


a) 证 明 (ao(z,z))Y2 是 互 上 的 一 个 半 范 数 . 

b) 证 明 次 数量 积 的 所 有 和 , 所 有 极限 , 所 有 上 包 络 是 一 个 次 数量 积 . 

c) 证 明 如 果 (zjy) 是 上 的 一 个 数量 积 , 则 它 的 绝对 值 是 一 个 次 数量 积 . 

36° 设 媚 , 尺 是 及 上 的 两 个 向 量 空间 ; 而 4 是 5 xF 的 一 个 吓 子 集 ,f 是 4 上 
的 一 个 凸 函数 . 

用 和 表示 4 在 已 上 的 投影 , 并 且 对 于 所 有 x e 万 , 令 


= inf ,Y). 
g(x) 区 af(z y) 


证 明 当 9 在 X 上 是 有 限 的 时 候 , 9 是 凸 的 . 

37° 设 妃 是 及 上 的 一 个 赋 范 空间 . 

a) 证 明 从 到 内 的 映射 xz 一 ||zl| 是 凸 的 和 比 为 1 的 Lipschitz 的 . 

b) 证 明 从 Ex 到 R 内 的 映射 (z,y) 一 lz 一 名 是 凸 的 和 Lipschitz 的 . 
对 于 五 的 所 有 非 空子 集 4 和 所 有 x e 五 , 现在 令 


da(z) = 志和 lz — yl; Dale) = sup lo=yl 
y 


c) 证 明 : 如 果 4 是 有 界 的 , 则 Da 是 一 个 凸 函数 并 且 是 比 为 1 的 Lipschitz 的 . 
d) 以 下 假定 4 是 凸 的; 证 明 da 是 凸 的 (利用 36 题 ). 
e) 令 4'=[4, 用 了 表示 如 下 定义 的 函数 : 


对 于 ze A', f(zx) = da(z); 对 于 ze 4, f(z) = -da'(7). 


证 明 f 在 EB 内 是 凸 的 . 

38" 用 EE 表示 赋 以 了 一 致 收敛 范 数 的 向 量 空间 多 ([0, 1], R). 

a) 证 明 对 于 所 有 使 得 a < 。b 的 a,be E, 满足 关系 a < z 和 bp 的 ze 互 的 集合 是 
EB 的 一 个 有 界 闭 同 集 . 

b) 对 于 所 有 整数 n > 0, 用 XX,, 表示 使 得 


zZ(0) = 0; 在 [0,1/n] 上 ,0 < z(t)<1, 在 [1/n,1] 上 , z(t)=0 


成 立 的 ze 五 的 集合 . 
证 明 (X) 是 E 的 有 界 闭 凸 集 的 递减 序列 , 并 且 它 们 的 交集 是 空 的 . 


V. 习 题 .249 . 


39° 重新 设 妃 是 上 一 个 题 中 定义 的 空间 ; 而 X 是 这 样 的 ze EE 的 集合 , z > 0， 
递减 的 , 并 且 满 足 关系 


上 
1<z(0)<2 和 上 EE EY 
0 


a) 证 明 XX 是 EE 的 有 界 闭 凸 集 , 并 且 d(O, X)= 1. 
b) 证 明 不 存在 任何 x e X, 使 得 d(O,z) = 1. 


赋 范 空间 上 的 线性 型 


40° 设 EE 是 赋 以 了 平均 收敛 范 数 的 空间 Z([0, 1], R). 
a) 设 we 是 连续 的 , 证 明 在 马里 的 线性 型 > 一 万 p(t)z(t)dt 是 连续 的 . 求 
它 的 范 数 . 
b) 反之 , 设 p(t) = t1/2, 证 明 这 个 线性 型 不 是 连续 的 . 
c) 证 明 在 EE 里 使 得 让 z(t)dt =0 的 > 构成 一 个 超 平面 . 
d) 证 明 在 EE 里 单项 式 如 的 集合 是 完全 的 . 
e) 证 明 在 妃 里 二 次 型 z 一 让 z2(t)dt 不 是 连续 的 . 
41° 证 明 在 赋 以 了 一 致 收敛 范 数 的 1([0, 1], 展 ) 里 , 线性 型 x 一 x'(0) 不 是 连 
续 的 . 
42° 在 赋 以 了 一 致 收敛 范 数 的 空间 多 ([0,1], 了 ) 里 , 设 巨 是 使 得 z(t)at = 0 的 
Zz 的 集合 . 
证 明 所 有 we %([0,1],R) 具有 唯一 一 个 属于 EE 的 原 函 数 ; 把 它 记 做 工 ,. 
证 明了 是 线性 的 , 并 且 计 算 它 的 范 数 . 
43° 用 E 表示 赋 以 了 一 致 收敛 范 数 的 向 量 空间 多 ([0, 1], R). 
设 (如 ) 是 [0,1] 的 点 的 一 个 处 处 稠密 的 序列 ; 对 于 所 有 ze E, 令 


lz) = 》 (一 2)-?"z( 加 ). 


a) 证 明 ! 是 上 的 一 个 线性 型 . 

b) 证 明 1 在 EE 的 单位 闭 球 的 任何 点 都 达 不 到 它 的 上 确 界 . 

44° 设 对 是 一 个 紧 致 空间 , 而 .HM(X) 是 赋 以 了 一 致 收敛 范 数 的 向 量 空 间 多 (X, RR) 
的 拓扑 对 偶 空 间 . 

a) 证 明 在 多 (X, 了 R) 上 的 所 有 线性 型 , 如 果 它 在 函数 z > 0 的 集合 上 是 正 的 , 则 
它 属于 .XY(X). 

b) 设 (an) 是 XX 的 点 的 一 个 序列 , 而 (an) 是 使 得 六 |an| < eco 的 实数 的 序列 ; 
对 于 所 有 z e (XX, 民 ), 令 

兰 >》 QnT(an). 


. 250 第 三 章 拓扑 向 量 空间 


证 明 j 是 .V(X) 的 一 个 元 素 , 并 且 证 明 它 的 范 数 等 于 并 |an|. 
45。 假定 XX = [0, 1]; 分 别 用 jw 和 ji 表示 线性 型 


nw) = | sas im(®) = Ds (2). 
1 


a) 计算 jy,pn 和 (jp 一 jpn) 的 范 数 . 
b) 证 明 在 .6&(X) 里 序列 j, 在 范 数 意义 下 不 收敛 到 几 但 是 对 于 .MN(X) 的 弱 
拓扑 (参见 3-11) 收敛 到 1/. 


拓扑 对 偶 空 间 和 二 次 对 偶 空 间 


46" 设 马 是 民 上 的 一 个 赋 范 空间 , 而 F 是 巨 的 向 量子 空间 , f 是 下 上 的 一 个 
连续 线性 型 . 

利用 关系 |f(z)| < | 上: lzl| 和 13 题 证 明 存在 BE 上 的 线性 型 g, 它 是 f 的 延 拓 ， 
并 且 llgl| = Ill. 

47° 设 马 是 展 上 的 一 个 赋 范 空间 . 从 上 题 推导 出 , 对 于 所 有 z e EB, 存在 1 e 辟 ， 
使 得 

上 =1， 并且 7(z) = llzll. 

48° 设 是 展 上 的 一 个 赋 范 空间 , 而 B' 是 它 的 拓扑 对 偶 空间 , B” 是 BE' 的 拓 
扑 对 偶 空间 ( 称 为 5 的 二 次 对 偶 空 间 ). 

a) 对 于 所 有 z e 五 , 用 px 表示 EB' 上 的 线性 型 1 一 !(z), 证 明 o。e E”, 并 且 
lez| < llzll. 

b) 利用 前 一 个 题 证 明 |loz|| = zl, 并 且 从 户 到 gE” 的 线性 映射 p 是 一 个 等 距 . 

c) 由 此 推导 出 及 上 的 所 有 赋 范 空间 可 以 嵌入 在 一 个 完备 赋 范 空间 里 ; 把 这 个 结 
果 推 广 到 C 上 的 赋 范 空间 . 
d) 利用 赋 以 了 一 致 收敛 范 数 的 空间 5 = 多 (|0, 1], RR), 证 明 即 使 B 是 完备 的 , EB 
一 般 包含 不 属于 E (这 里 等 同 于 yp(E)) 的 点 . 
*49° 设 是 一 个 赋 范 空间 , 而 4 是 忆 的 一 个 凸 子 集 . 

a) 如 果 4 在 已 里 对 于 互 的 弱化 拓扑 是 处 处 稠密 的 , 证 明 它 对 于 关联 于 范 数 的 
拓扑 也 是 如 此 (可 以 利用 13 题 ). 

b) 反之 , 证 明 在 所 有 无 穷 维 的 赋 范 空间 E 里 , 单位 球 的 补 集 4 对 于 的 弱化 
拓扑 是 处 处 稠密 的 . 


紧 致 线性 映射 


50°? 设 f 是 从 一 个 赋 范 空间 EB 到 另 一 个 赋 范 空间 F 的 线性 映射 ; 如 果 对 于 所 
有 有 界 子 集 XC 已 f(X) 是 紧 致 的 , 则 说 f 是 紧 臻 的， 
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a) 证 明 为 了 / 是 紧 致 的 , 必须 且 只 需 f(B) 是 紧 致 的 (这 里 B 是 EB 的 单位 
闭 球 ). 
b) 证 明 所 有 紧 致 线性 映射 是 连续 的 , 但 其 逆 是 错误 的 . 
c) 证 明 使 得 f(E) 是 有 限 维 的 所 有 fe .2(E, 下) 是 紧 致 的 . 
d) 证 明 如 果 EE 是 有 限 维 的 , 则 f 是 紧 致 的 . 
e) 证 明 如 果 f 和 9 是 紧 致 的 , 则 (f + 9) 也 如 此 . 由 此 推导 出 从 巨 到 FF 内 的 紧 
致 线 性 映射 的 集合 C(E, 下) 是 (EB, 下 ) 里 的 向 量子 空间 . 

*f) 利用 25 题 证 明 , 如 果 下 是 完备 的 , 则 C(E, 下 ) 在 名 (E, 下 ) 里 是 闭 的 . 

51° 设 EB, 局 G 是 三 个 赋 范 空间 , 而 f € (EE, 了 f),g € 汉 (F,G). 

证 明 如 果 f,g 中 的 一 个 映射 是 紧 致 的 , 则 fo9g 也 是 紧 致 的 . 

52° 设 巨 是 区 上 的 一 个 赋 范 空间 , 而 入 € 区 , f € (BE). 用 EB、 表示 使 得 
f(z) = Mx, 和 关 0 的 x eB 的 集合 . 

证 明 是 EB 的 一 个 闭 向 量子 空间 . 

证 明 当 f 是 紧 致 的 时 候 , BE、 是 有 限 维 的 (利用 定理 7-6). 

53°? 用 EB 表示 赋 以 了 一 致 收敛 范 数 的 空间 你 ([0, 1],C); 给 定 K e %([0, 1]?, CC)， 
用 工 表 示 从 EE 到 自身 的 由 


1 
(Tz)(t) =/ K(t,u)z(u)du 


定义 的 线性 映射 . 

a) 验证 Tz e 万 , 继而 证 明 T 是 连续 的 , 并 且 计 算 它 的 范 数 , 或 至 少 计 算 范 数 的 
一 个 上 界 . 

b) 证 明 当 K 是 多 项 式 时 , T(E) 是 有 限 维 的 . 利用 Stone-Weierstrass 定理 和 50 
题 , 由 此 推导 出 对 于 所 有 K，7T 是 紧 致 的 . 

54° 当 五 赋 以 平均 (或 阶 p > 1 的 平均 ) 收敛 范 数 时 , 解答 同样 的 问题 . 

55° 设 (k%) 是 数值 的 有 界 序列 , 而 了 全 是 从 赋 范 空间 1? 到 自身 的 映射 , 其 定义 是 : 

对 于 所 有 z = (zn), T(z) 是 点 (knzn). 

证 明了 是 紧 致 映射 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 序列 (kn) 以 0 作为 极限 . 

56° 设 EB 是 赋 以 了 一 致 收敛 范 数 的 空间 ([0,1],RR); 而 了 是 从 互 到 自身 的 映 
射 , 其 定义 是 

Tz(t) = 上 z(u)du. 
0 


a) 证 明 T" 可 以 用 下 列 形式 的 关系 定义 : 
1 
T"z(t) = 上 Kn(t, u)z(u)du, 
0 


其 中 Ki(t,w) 是 (t,w) e [0, 1]? 的 连续 函数 . 
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b) 计算 T" 在 (BE) 里 的 范 数 ; 证 明 T" 的 族 在 .2(E) 里 是 可 和 的 , 并 且 计 算 
它 的 和 . 
c) 利用 这 些 结果 解 方程 
(I — 7)zx=9, 


其 中 9 是 E 的 一 个 给 定 元 素 , I 是 EB 的 恒 等 映射 , 而 z 是 未 知 函 数 . 

57° 更 一 般 地 , 设 久 是 一 个 紧 臻 空间 ; 而 已 赋 以 了 一 致 收敛 范 数 的 空间 .2(X, 了)， 
TT 是 从 EE 到 5 内 的 一 个 线性 映射 . 

a) 证 明 如 果 对 于 所 有 x >0 有 Tz > 0, 则 工 是 连续 的 . 

此 外 以 下 还 假定 对 于 所 有 整数 n 有 


Tu 十 IT2 + ++ Tu & pw, 


其 中 k > 0 是 一 个 常数 , 而 u 是 的 单位 元 (对 于 所 有 te Xu 人 tb) = 1). 
b) 证 明 对 于 所 有 岂 
im (Twu(t)) = 0， 


并 且 对 于 所 有 整数 pg > 1,T?taw < kT?Pw. 

由 此 推导 出 (T"w) 的 序列 一 致 收敛 到 0 (利用 第 一 章 习 题 的 86 题 ). 

c) 证 明 对 于 所 有 ze E 有 ||T"zl| < 4llzllx", 其 中 4 和 和 是 正 的 常数 , 并 且 
入 < |. 

d) 由 此 推导 出 映射 xz 一 z 一 Tz 是 从 一 到 互 上 的 一 个 同 构 , 并 且 给 出 不 等 式 
2Z 之 Tz 的 一 般 解 . 


完备 赋 范 空间 


58° 设 马 是 多 ([0,1],R) 的 由 有 界 变 差 并 且 满 足 条 件 z(0) = 0 的 x 的 连续 函数 
组 成 的 子 集 ; 对 于 所 有 z e E, 用 p(x) 表示 zx 在 [0,1] 上 的 全 变 差 . 

a) 证 明 E 是 一 个 向 量 空间 , 并 且 p 是 这 个 空间 上 的 一 个 范 数 . 

b) 证 明 p 在 赋 以 了 一 致 收敛 范 数 的 BB 上 不 是 连续 的 , 而 仅仅 是 下 半 连 续 的 . 

c) 证 明 赋 以 了 范 数 p 的 B 是 一 个 完备 赋 范 空间 . 

*59° 给 定 一 个 数 p > 1, 对 于 所 有 f e 多 (R,C), 用 || 表示 如 下 定义 的 有 限 或 无 
限 的 非 负 数 
MP = lmsup /lf OP 


再 用 Bj 表示 多 ( 取 ,C) 的 由 使 得 | < oo 的 f 组 成 的 子 集 . 
a) 证 明 B, 是 多 ( 了 ,C) 的 一 个 向 量子 空间 , 并 且 ||f|| 是 B。 上 的 一 个 半 范 数 ; 通 
过 举例 证 明 它 不 是 一 个 范 数 . 
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b) 对 于 所 有 ve R 和 所 有 f € 有 ,用 f 表示 由 九 (z) = f(z 一 u) 定义 的 函数 . 
证 明 17 = 
c) 证 明 集合 
s= {feB: WP ma Pa) 


Q—00 


是 B 内 的 闭 集 . 
d) 用 急 , 表示 关联 于 B, 的 赋 范 空间 ( 见 27 题 ), 称 它 为 指数 为 p 的 Besicovitch 
空间 . 证 明 这 个 赋 范 空间 是 完备 的 . 
*60° 设 EE, 下 是 两 个 赋 范 空间 , 第 一 个 是 完备 的 , 又 设 4 是 (5, 下 ) 的 这 样 的 子 
集 , 对 于 所 有 z e EE, 集合 {f(z) : fe 4} 是 有 界 的 . 
设 是 从 马 到 Ri 内 的 映射 ,其 定义 是 


2(zZ) = sup ||f (zo) 
feA 


a) 证 明 yp 是 下 半 连 续 的 和 凸 的 . 

b) 由 ”的 半 连 续 性 和 EE 是 完备 空间 的 事实 推导 出 存在 EB 的 一 个 非 空 开 集 , 使 
得 在 这 个 开 集 上 y 是 有 上 界 的 (利用 第 一 章 习题 的 102, 103, 104 题 ). 

c) 由 此 推导 出 4 是 (EE, 下 ) 的 一 个 有 界 子 集 . 

61° 设 ,下 是 两 个 赋 范 空间 , 第 一 个 是 完备 的 , 而 f% 是 乡 (E, 也 ) 的 元 素 的 一 
个 这 样 的 序列 , 对 于 所 有 z e E, 序列 (fi,(z)) 有 一 个 极限 f(x). 

利用 前 一 个 题 证 明 f € .(E, F). 

*62° 设 万 ,下 是 两 个 赋 范 空间 , 第 一 个 是 完备 的 , f 是 从 EE 到 F 内 的 线性 映射 

假定 存在 EB 的 一 个 子 集 4, 其 补 集 是 E 的 可 数 个 无 处 稠密 集 的 并 集 , 并 且 f 在 
4 的 限制 是 连续 的 (我 们 指出 在 分 析 中 可 以 明确 定义 的 所 有 的 f 都 具有 这 个 性 质 ). 

a) 证 明 存 在 4 的 一 个 含有 O 的 平移 4' = 4+a 具有 跟 4 同样 的 性 质 ; 再 证 明 
存在 一 个 中 心 为 O 的 开 球 B, 使 得 对 于 所 有 ze (4nE) 有 |j(z)l < 1 

b) 利用 第 一 章 习 题 的 102,103,104 题 证 明 


Bc 5[(4 NB)+(4'NB) 
由 此 推导 出 f 是 连续 的 . 


可 分 赋 范 空间 


我 们 回忆 以 下 定义 : 称 所 有 包含 一 个 处 处 稠密 的 有 限 或 可 数 子 集 的 距离 空间 是 
可 分 的 . 

63° a) 证 明 为 了 一 个 赋 范 空间 是 可 分 的 , 必须 且 只 需 它 包含 一 个 有 限 或 可 分 的 
完全 子 集 . 
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b) 由 a) 推导 出 每 个 空间 9?(|0,1], 区 ) 是 可 分 的 . 

c) 回答 对 于 赋 以 了 p (其 中 p > 1) 阶 平均 收敛 范 数 的 空间 %([o,1], 必 ) 的 同样 的 
问题 . 

d) 证 明 如 是 可 分 空间 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 了 是 有 限 的 或 可 分 的 . 

64。 设 巨 是 赋 以 了 满足 条 件 p < kg 的 两 个 范 数 p,q 的 向 量 空间 (其 中 是 一 
个 大 于 0 的 数 ). 

证 明 : 如 果 赋 以 了 范 数 g 的 妃 是 可 分 的 , 则 赋 以 了 范 数 p 的 巨 也 是 可 分 的 . 

*65° 设 忆 是 一 个 向 量 空间 , 给 它 赋 以 了 一 个 可 数 的 代数 基 (a)wen, 对 于 所 有 
nn 有 lanl| = 1. 

a) 证 明 对 于 大 于 0 的 所 有 满足 条 件 均 a, < oo 的 序列 (au), 如 果 bs 二 > ois 
则 序列 (6%) 是 一 个 Cauchy 序列 . 

b) 对 于 所 有 n > 0, 用 d,, 表示 a 到 由 (ao, a1,… ,an_1) 生成 的 向 量 空间 的 距 
离 ; 再 用 归纳 法 通过 下 列 条 件 定义 序列 (Qn): 


一 1 
Qo 一 al 一 1; an+l1 = 3 Qandn. 


证 明 关 联 于 序列 (an) 的 Cauchy 序列 (加 ) 在 刀 里 不 收敛 . 

c) 由 此 推导 出 任何 无 穷 维 Banach 空间 都 没有 可 数 的 代数 基 . 

66° 用 表示 复数 的 有 界 序 列 x = (zn) 的 向 量 空间 , 给 它 赋 以 范 数 ||z|| = 
sup|zn|. 

a) 仅 有 限 个 元 素 非 零 的 序列 z = (zn) 的 向 量 空间 在 E 里 的 闭 包 Eo 是 什么 ? 

b) 使 得 ”|zn| < o0 的 序列 x = (zn) 的 向 量 空间 在 E 里 的 闭 包 是 什么 ? 

c) 证 明 使 得 六 jzn| < 1 的 序列 x = (zn) 的 集合 在 妃 里 是 闭 的 . 

d) 证 明 不 是 可 分 的 , 但 反之 Eo 是 可 分 的 . 

e) 证 明 由 使 得 lim zw 存在 的 序列 > = (zn) 组 成 的 的 向 量子 空间 是 完备 的 
和 可 分 的 . 

67。a) 证 明 对 于 任意 不 同 的 实数 和 ,1, 如 果 令 


f(t) et a eivt, 
则 59 题 定义 的 B， 的 元 素 f 的 范 数 大 于 等 于 1. 
b) 由 此 推导 出 关联 于 B, 的 赋 范 空间 名, 不 是 可 分 的 (利用 函数 eixt 的 族 ). 
非 连续 线性 映射 


68" 设 忆 是 区 上 的 一 个 向 量 空间 , 而 乡 是 五 的 线性 无 关子 集 的 集合 , 用 包含 
关系 为 其 排序 . 


a) 证 明 .2 是 一 个 归纳 集 . 

b) 证 明 EE 的 所 有 最 大 线性 无 关子 集 生 成 媚 . 

c) 由 上 推导 出 EB 包含 一 个 代数 基 . 

69° 设 B 是 区 上 的 向 量 空间 EE 的 一 个 代数 基 , 而 f 是 从 B 到 KK 内 的 任意 一 
个 映射 . 

a) 证 明 存 在 BE 上 的 唯一 的 线性 型 g, 使 得 对 于 所 有 ze 互 有 g(x) = f(zx). 

b) 现在 假定 B 是 一 个 无 限 维 的 赋 范 空间 ; 设 (a) 是 B 的 不 同 点 的 一 个 无 穷 序 
列 . 用 f 表示 B 上 如 下 定义 的 函数 : 


对 于 所 有 n, f(an) = nllanl; 。 如 果 z 不 是 一 个 on, f(z) = 0. 


证 明 关 联 于 f 的 线性 型 9 不 是 连续 的 . 
c) 利用 同一 想法 , 证 明 在 无 穷 维 赋 范 空间 上 的 间断 线性 型 的 集合 的 势 至 少 等 于 
连续 线性 型 集合 的 势 . 


赋 范 空间 的 乘积 和 直 和 


70° 设 EE 是 一 个 赋 范 空间 , 而 4, B 是 BE 的 两 个 向 量子 空间 , 使 得 是 它们 的 
代数 直 和 ( 即 A+B=E, 并 且 A4NnB= {0})). 

对 于 所 有 z € E, 用 za,zB 表示 xz 在 4 里 和 B 里 的 分 量 . 

a) 证 明 : 如 果 映 射 z 一 z4 是 连续 的 , 则 映射 z 一 zs 亦 然 , 并且 4 和 B 在 E 
里 是 闭 的 . 

b) 证 明 这 时 从 赋 范 空间 4 x B 到 巨 里 的 映射 (wv) 一 (4 十 0v) 是 一 个 同 构 , 并 
且 如 果 4 和 B 是 完备 的 , 则 BE 也 如 此 . 

c) 证 明 za 的 连续 性 还 可 以 表达 为 : 4 和 B 的 单位 球 的 距离 不 等 于 0. 

*71° 设 忆 是 赋 以 了 一 致 收敛 范 数 的 空间 ([0, 7], 民 ). 而 Bi (对 应 地 , EB2) 是 由 1 

和 cosnlt (对 应 地 , z"/m 十 cosnlt) (其 中 ne N*) 生成 的 五 的 子 空间 的 闭 包 . 

a) 证 明 Ei nn Es = {0O}. 

b) 证 明 (Ei + Ez) 不 同 于 E; 由 此 推导 出 一 个 不 完备 的 赋 范 空间 可 以 是 两 个 完 
备 向 量子 空间 的 代数 直 和 . 


有 限 维 赋 范 空间 


72° 设 轧 , 是 复 系数 的 小 于 等 于 p 阶 的 多 项 式 P(X) 的 向 量 空间 . 
设 zo0,z1,… ,zp 是 C 的 不 同 的 点 , 令 


P= |P(zo)| + |P(z)| + + |P(2p). 


证 明 |P| 是 上 的 一 个 范 数 , 并 且 当 改变 点 zi 时 所 得 到 的 各 个 范 数 是 等 价 的 . 
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如 果 P'(z) = zP(z), 从 轧 到 Eri 的 映射 P 一 P' 连续 吗 ? 
73。 证 明 : 如 果 在 赋 范 空间 EE 里 存在 一 个 其 内 部 非 空 的 紧 致 集合 , 则 EB 是 有 限 
维 的 . 
*74° 证 明 : 在 及 上 的 所 有 m” 维 赋 范 间 已 里 , 存在 已 的 一 个 基 (al az … ,an)， 
使 得 如 果 用 (zi) 表示 z 在 这 个 基 里 的 坐标 , 则 有 


2 lril < lzll < 1 2 eil. 


(建议 利用 函数 : (b1,52,… ,bn) 的 行列 式 , 并 且 在 所 有 b; 的 范 数 为 1 的 条 件 下 求 它 
的 最 大 值 .) 
至 少 对 于 n = 2, 证 明 在 上 面 的 不 等 式 里 常数 ”不 能 用 更 小 的 其 他 的 数 代替 . 
75° 研究 跟前 一 个 类 似 的 问题 , 其 中 汀 |xi| 用 (|zi|?)!/2 代替 , 而 ”用 另 一 个 
常数 代替 . 
**76° 证 明 在 84 题 中 承认 而 没有 证 明 的 性 质 . 


实数 或 复数 的 可 和 族 


77° 设 (wi) 是 [0, 1] 的 子 区 间 的 一 个 族 ; 用 ai 表示 wi 的 长 度 . 

证 明 : 如 果 oa < 1 则 族 (wi) 不 能 覆盖 [0, 1]. 

更 精确 地 , 证 明 w; 的 并 集 在 [0,1] 里 的 补 集 不 可 能 是 有 限 的 或 可 数 的 . 

(首先 仔细 研究 有 限 族 的 情形 , 然后 适当 利用 Heine-Borel-Lebesgue 定理 过 渡 到 
一 般 情 形 .) 

78。 构造 一 个 实数 序列 (ap,。) (其 中 p,g e N), 使 得 

3) ap,g = ag,p; 


b) 对 于 所 有 p, 族 (ap,gjasN 是 可 和 的 , 并 且 其 和 为 0; 


0) aps 的 族 不 是 可 和 的 . 
*79。 设 (on) 是 复数 的 一 个 序列 , 使 得 开 |lon|? < oo; 证 明 一 般 项 为 woav/(p 十 中 
(其 中 p,q > 1) 的 族 是 可 和 的 . 


80" 设 z eC 满足 |x| < 1; 证 明 等 式 : 


2n—1 


oo oo n oo 
- > 天 > 六 
jr 72n—1 1— T2727 上 = 9 Sy 


拓扑 群 和 赋 范 空间 上 的 可 和 族 


81° a) 设 G 是 任意 一 个 拓扑 群 , 而 4 是 G 的 一 个 子 集 . 证 明 4 是 诸 4.Y (和 
V. 4) 的 交集 , 其 中 了 取 遍 G 的 单位 元 e 的 对 称 邻 域 的 集合 Y (利用 以 下 事实 : e 
的 对 称 邻 域 构成 的 一 个 基 ). 


V. 习 题 “257 ， 


b) 由 a) 推导 出 e 的 闭 邻 域 构成 Y 的 一 个 基 . 

82° 设 忆 是 一 个 赋 范 空间 , 了 是 一 个 指标 集 , 而 p 是 一 个 大 于 等 于 1 的 实数 . 

用 好 (EB) 表示 多 (1, 万 ) 的 由 使 得 和 ;|laill2 < oo 的 瑟 的 元 素 a = (ai)jier 构成 的 
子 集 . 

a) 证 明 下 (B) 是 多 (I,) 的 一 个 向 量子 空间 , 并 且 (5 im“ 是 这 个 空间 
上 的 一 个 范 数 . 

b) 如 果 E 是 完备 的 , 证 明 23(E) 也 是 完备 的 , 并 且 其 逆 命 题 亦 真 . 

c) 假定 EB 是 一 个 赋 范 代数 , 给 如 (8) 赋 以 如 下 定义 的 乘法 : 


如 果 a = (ai) 而 5= (bi), 则 点 c =a:b 是 点 (aibi). 


验证 这 个 乘法 必然 有 意义 , 并 且 它 使 得 1?(E) 成 为 一 个 赋 范 代数 . 

83° 设 忆 是 一 个 完备 赋 范 空间 , 而 (ai(m)),cr 是 已 的 元 素 族 的 一 个 序列 , 使 得 
对 于 所 有 整数 ”有 |‖ai(m)| < 和 i, 这 里 正 数 族 (A;) 是 可 和 的 . 

证 明 如 果 对 于 所 有 ie 了 工 有 ,lim ai(n) = ai, 则 族 (a;) 是 可 和 的 , 并 且 和 s， = 
Dailn) 收敛 到 s = Po 

把 这 个 结果 推广 到 以 下 情形 : 用 依赖 于 参数 入 e 工 的 族 (ai( 和 )) 代替 族 (a;(n))， 
并 且 对 于 所 有 i，ai() 沿 工 上 的 一 个 滤 子 基 多 收敛 到 ai. 

*84° 这 里 承认 以 下 性 质 : 

存在 大 于 0 的 数 的 一 个 收敛 到 0 的 序列 (a,), 使 得 对 于 所 有 n > 1, 入 上 的 
所 有 nn 维 赋 范 空间 E, 存在 里 的 nn 个 范 数 为 1 的 这 样 的 向 量 a1, a2,… ,an, 使 得 
ai 的 部 分 和 的 范 数 小 于 等 于 wa. 

利用 这 个 性 质 和 95 题 证 明 : 在 所 有 无 穷 维 赋 范 空间 如 里 , 存在 E 的 元 素 的 一 
个 序列 (加 ), 使 得 这 个 序列 是 可 和 的 , 但 不 是 绝对 可 和 的 . 

*85° 考虑 从 到 到 到 的 这 样 的 映射 f, 使 得 对 于 实数 的 所 有 可 和 族 (ai),f(ai) 的 

族 也 是 可 和 的 . 

a) 证 明 用 以 下 性 质 刻 画 这 类 f 的 特征 : f 在 点 0 的 一 个 领域 中 是 Lipschitz 映 
射 . (参见 99 题 .) 

b) 把 这 个 结果 推广 到 从 一 个 有 限 维 向 量 空间 到 另 一 个 的 映射 . 

c) 可 以 把 a) 的 结果 推广 到 无 穷 维 赋 范 空间 吗 ? 

86。 设 (aijier 是 及 上 的 一 个 向 量 空间 EB 的 元 素 的 一 个 有 限 族 . 假定 族 (a;) 的 
所 有 有 限 子 族 的 和 属于 的 一 个 含有 0 的 一 个 凸 子 集 C. 

证 明 对 于 [0, 1] 的 元 素 的 所 有 族 (Ai)ier, Xiai 的 族 的 所 有 有 限 和 也 属于 C. 

建议 利用 下 列 方法 之 一 : 

a) 对 于 了 的 元 素数 目 用 归纳 法 证 明 . 
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b) 首先 当 巨 = RR 和 0C 是 R 的 一 条 半 直 线 时 证 明 所 述 性 质 ; 然后 当 5 是 有 限 
维 时 证 明 该 性 质 , 这 要 用 到 下 列 事实 : E 的 所 有 闭 凸 集 是 仿 射 半空 间 的 一 个 交集 . 

87° 设 (aijier 是 C 上 的 一 个 赋 范 空间 EB 的 一 个 元 素 族 ; 而 (Ai)ier 是 C 的 一 
个 元 素 族 , 对 于 所 有 i 有 | 和 | < |. 

证 明 : 如 果 a; 的 所 有 有 限 子 族 的 和 的 范 数 小 于 等 于 &, 则 Xiai 的 族 的 所 有 有 限 
子 族 的 和 的 范 数 小 于 等 于 4k (如 果 Xi 是 实数 , 甚至 小 于 等 于 2k). 

88° 设 马 是 区 K 上 的 一 个 完备 赋 范 空间 , 而 (ai)ier 是 B 的 元 素 的 一 个 可 和 族 . 

a) 证 明 对 于 区 的 元 素 的 所 有 有 界 族 (和 i)ier, 族 (Xiai) 是 可 和 的 . 

b) 设 (Ai)ier 是 从 一 个 集合 X 到 KK 内 的 一 个 映射 族 , 使 得 对 于 所 有 ie I 和 所 
有 ze 对 有 | 和 i(z)| < K (其 中 KK < oo). 

证 明 Xi(z)ai 的 族 在 X 上 是 一 致 可 和 的 ; 由 此 推导 出 : 如 果 X 是 一 个 拓扑 空间 ， 
而 诸 和 是 连续 的 , 则 从 X 到 忆 内 的 映射 z 一 并 Xi(z)ai 是 连续 的 . 


*c) 利用 上 面 的 结果 证 明 : 当 设 诸 ; 满足 条 件 |X| < 1 时 , 和 学 Miai 的 集合 是 
的 一 个 紧 致 凸 集 . (对 于 这 个 题 , 利用 87 题 .) 
89° 设 (an) ( 其 中 n > 1) 是 赋 范 空间 E 的 元 素 的 一 个 序列 , 令 


NAan, 
bp = Bp (其 中 1<n<p). 


证 明 族 (a) 和 (bn,p) 同时 是 可 和 的 (或 不 可 和 的 ), 并 且 它 们 的 和 是 相等 的 (利用 86 
题 ). 


级 数 . 级 数 的 比较 与 可 和 族 的 比较 


90° 设 (an) 是 大 于 等 于 0 的 数 的 一 个 序列 , 使 得 于 a = oo. 讨论 一 般 项 分 别 
为 : 
an/(1 二 an); an/(l 十 a2); an/(1 十 man)i an/(1 二 m2an) 
的 级 数 的 收敛 性 . 
91° 设 (an), (加 ) 是 两 个 收敛 的 正 项 级 数 ; 证 明 级 数 (Vanb) 是 收敛 的 . 
92° 设 an, bn 是 大 于 0 的 数 的 两 个 序列 . 证 明 当 对 于 所 有 WA2 有 bn+1/bn, < 
an+1/an 时 , 级 数 (an) 的 收敛 性 更 涵 级 数 (b) 的 收敛 性 . 
， 93° 设 (an) 是 递减 正 数 序列 ; 证 明 如 果 级 数 (ao) 收敛 , 则 序列 (nan) 趋 于 0 ( 考 
虑 % ai 的 和 ). 其 逆 成 立 吗 ? 
94° 设 (an) 是 大 于 等 于 0 的 数 的 一 个 序列 , 令 
Q1 0 


br, 一 
n 


如 果 级 数 (2) 收敛 , 讨论 级 数 ( 妈 ) 的 收敛 性 . 


V. 习 题 .259 . 


95° 设 (an) 是 大 于 0 的 数 的 一 个 趋 于 +oo 的 序列 . 证 明 存 在 一 个 收敛 正 级 数 

(an) 和 一 个 发 散 级 数 ( 4)， 使 得 An < Qnan. 
(到 mw =- 和 和 如 = Var Var). 

96° 证 明 对 于 所 有 收敛 正 级 数 (on), 存在 一 个 趋 于 +oo 的 正 递减 序列 (on), 使 
得 级 数 (anan) 仍然 收敛 . 

97。 证 明 对 于 所 有 发 散 正 级 数 (a,), 存在 一 个 极限 为 0 的 正 递 减 序列 (a), 使 
得 级 数 (oman) 还 是 发 散 的 . 

98° 设 f 是 从 及 + 到 及 + 内 的 递增 映射 序列 . 证 明 存在 从 及 + 到 了 + 内 的 递增 
映射 f, 使 得 对 于 所 有 n 有 


lim f(2)/fn(z) = +o0. 


由 此 推导 出 如 果 以 商 e(p) = 1/(ap+1 十 apt2 十 … ) 的 递增 速度 测量 一 个 正 级 数 (an) 
的 收敛 速度 , 那么 对 于 收敛 正 级 数 的 所 有 给 定 的 序列 , 存在 一 个 比 这 个 序列 的 每 个 级 
数 收敛 更 快 的 正 级 数 . 
99° 设 (和 A) 是 一 个 大 于 等 于 0 的 数 的 序列 , 使 得 对 于 所 有 收敛 正 级 数 (an), 级 
数 (Anan) 是 收敛 的 . 证 明 序列 (MX,) 是 有 界 的 . 
100。 设 (an) 是 大 于 0 的 数 的 一 个 递减 序列 , 而 是 一 个 大 于 1 的 数 ; 对 于 所 有 
整数 n > 1, 把 最 接近 k" 的 整数 记 做 5 
证 明 级 数 (ga) 和 (knax, ) 同时 收敛 或 发 散 . 
由 此 推导 出 级 数 (n-*) 和 类 似 级 数 (n-1(Logn)-°*) 的 收敛 判别 法 . 
101° 设 z 是 实 部 大 于 等 于 0 的 复数 的 一 个 序列 . 证 明 如 果 级 数 (z) 和 (z2) 收 
伍 , 则 级 数 (z2) 绝对 收敛 . 
102° 设 f 是 从 RR 到 尺 里 的 一 个 具有 连续 的 二 阶 导数 的 映射 ,使 得 f(0) = 0; 而 
(an) 是 实数 的 一 个 序列 . 
证 明 如 果 级 数 (a;,) 和 (az ) 收敛 , 则 级 数 (f (an)) 也 收敛 . 
103。 设 (an) 是 极限 为 0 的 实数 的 一 个 序列 , 并 且 级 数 (ot) 和 (oz ) 是 发 散 的 . 
证 明 对 于 所 有 的 数 Xe RR, 存在 N 的 一 个 置换 r, 使 得 级 数 (ax(%)) 是 半 收 敛 的 ， 
并 且 其 和 是 入 . 
*104。 探求 并 且 证 明 一 个 涉及 R" 的 元 素 的 序列 (an) 的 类 似 断 言 (从 n= 2 开 
始 ). 
105。 设 (an) 是 赋 范 空间 的 元 素 的 一 个 序列 ; 证 明 如 果 级 数 (na) 收敛 . 则 级 数 
(an) 也 收敛 . 
106? 研究 下 列 级 数 的 收敛 性 , 其 通 项 分 别 是 : 


(-D7?/ (+(-D (-D)"/(2nt+(-D)"n); (-1)"/(n+cosnn). 


.260 . 第 三 章 拓扑 向 量 空间 


*107° 设 (入 ) 是 KK 的 元 素 的 一 个 序列 ; 证 明 下 列 性 质 的 等 价 性 : 
a) 通 项 为 | 入 , 一 和 n+41| 的 级 数 收敛 . 
b) 对 于 区 的 元 素 的 所 有 收敛 序列 (an), 级 数 (Xuan) 是 收敛 的 . 
*108? 设 (an) 是 赋 范 空间 互 的 元 素 的 一 个 序列 . 证 明 如 果 级 数 (a;) 收敛 , 则 存在 
一 个 正 数 的 极限 为 0 的 递减 序列 (an") 筷 的 元 素 的 一 个 序列 (bu), 使 得 a = amp 
并 且 和 ( + bo 十 … 十 br) 的 集合 在 EE 里 是 有 界 的 . 
(以 上 两 个 题 涉及 Abel 判别 法 的 逆 .) 
109。 设 一 ,已 是 两 个 赋 范 空间 , 而 f 是 从 Bx 到 一 个 完备 赋 范 空间 G 的 连续 
双 线 性 映射 . 又 设 ao。 (对 应 地 , tn) 是 EB (对 应 地 , ) 的 元 素 的 一 个 序列 . 
证 明 : 如 果 级 数 (an) 收敛 , 并 且 级 数 (| - 恕 +) 收敛 , 则 级 数 (f(an,bn)) 也 
收敛 . 
110° 设 (an) 是 一 个 赋 范 空间 的 元 素 的 一 个 序列 ; 令 


sn 一 (al 十 0a2 十 … 十 an)， 


证 明 如 果 级 数 (on") 的 和 是 s, 则 序列 (si + sz 十 … 十 sn)/n 收敛 到 s. 
111° 考虑 从 及 到 以 内 的 映射 f, 它 使 得 对 于 所 有 实 收敛 级 数 (an), 级 数 (Fan)) 
也 收敛 . 
证 明 下 列 事实 刻画 f 的 特征 : 存在 0 在 及 里 的 一 个 邻 域 , f 在 这 个 邻 域 上 是 线 
性 的 . 
*112° 推广 前 面 的 结果 到 从 R? 到 及 的 映射 f, 再 推广 到 从 一 个 拓扑 向 量 空间 EF 
到 另 一 个 的 映射 . 


尔 数 级 数 与 函数 可 和 族 


113° 设 (anz") 是 复 系数 满足 2 |an| < oo 的 客 级 数 . 证 明 这 个 级 数 在 C 的 圆 
盘 {z : |z| < 1} 里 是 一 致 收敛 的 . 关于 它 的 和 能 说 什么 ? 
114° 对 于 所 有 je (R, RR), 令 


IlP = [ |f lds; 


设 马 是 fe %(R,RR) 的 由 使 得 fl < oo 的 f 构成 的 子 集 . 
a) 证 明 EE 是 一 个 向 量 空间 , 并 且 | 中 是 瑟 的 一 个 范 数 . 
b) 设 
fn(t) = (-1)"e -|， 
一 般 项 为 f.(n > 1) 的 级 数 在 巨 里 收敛 吗 ? 它 在 R 的 某 个 区 间 一 致 收敛 吗 ? 
115° 证 明 通 项 为 z2(1 + z2)-%+0 的 正 项 级 数 对 于 所 有 x e 及 是 收敛 的 , 并 且 
在 不 含有 0 的 所 有 紧 致 区 间 上 一 致 收敛 , 但 是 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 . 


V. 习 题 .261 . 


116。 证 明 对 于 C 的 所 有 紧 致 集 K, 通 项 为 (n2 - 22)-: 的 级 数 在 去 掉 有 限 项 后 
在 K 上 是 一 致 收敛 的 . 对 于 它 的 和 能 够 推导 出 什么 ? 

117” 对 于 通 项 为 下 面 给 定 的 各 个 函数 的 每 个 级 数 ， 首 先 确定 使 得 级 数 收敛 的 
7 € 民 的 集合 , 然后 确定 使 得 级 数 一 致 收敛 的 紧 致 集 . 最 后 对 于 C 研究 同样 的 问题 
(对 于 对 数 , 我 们 假定 Log(1 +w) 当 lv| < 1 时 由 备 级 数 展开 定义 ): 


mn-3/2 cosmn2z; sinzn;i sinz/m2; 2"sinz/3"; 
3/2sinz/n3; 1—cosz/n; 1/(n+2z)?; zcos(2n 十 1)z2; 


zt1/2++1/®m, Log(1+7"); Log(cosz/n). 


对 于 这 些 级 数 的 和 能 够 说 什么 ? 
*]18° 设 (an) 是 一 个 复数 序列 , 而 (A;) 是 趋 于 +oo 的 实数 的 一 个 递增 序列 . 
证 明 如 果 通 项 为 one->"*( 其 中 z € C) 的 级 数 在 一 个 点 zo 收敛 , 则 它 在 所 有 形 
式 如 


Nn 


{2: |Arg(z — zo)| < k < 7/2} 


的 一 个 角 里 一 致 收敛 .( 首 先 归结 为 zo = 0 的 情形 , 然后 借鉴 Abel 判别 法 .) 

119。 设 f 是 从 [0,1] 到 了 + 的 下 半 连 续 映 射 , 利用 第 二 章 习 题 的 9 题 证 明 存在 
一 个 从 [0,1] 到 Ri 内 的 映射 的 序列 (a,), 使 得 对 于 所 有 z, 级 数 (an(z)) 是 收敛 的 ， 
并 且 其 和 是 f(z). 

证 明 如 果 f > 0, 还 可 以 要 求 o 是 多 项 式 . 

120° 设 on 是 多 ([0,1], 陈 ) 的 元 素 的 一 个 这 样 的 序列 , 对 于 所 有 z e [0,1], 一 般 
项 为 |an(z)| 的 级 数 是 收敛 的 . 

证 明 对 于 所 有 z, 通 项 为 on(z) 的 级 数 是 收敛 的 , 并 且 如 果 用 f(z) 表示 它 的 和 
f, 则 /是 两 个 下 半 连 续 函 数 的 差 . 

利用 上 一 个 题 , 陈述 并 且 证 明 这 个 性 质 的 道 . 

121° 设 X 是 一 个 集合 , B 是 一 个 完备 赋 范 空间 , (an) 是 从 XX 到 内 的 映射 的 
一 个 序列 , 而 (Xn) 是 从 X 到 及 + 内 的 映射 的 一 个 递减 序列 . 

a) 稍 许 修改 在 证 明 命 题 10-14 的 证 明 中 所 做 的 计算 , 证 明 : 如 果 令 


kp(2) = sup llap(7) 十 … 十 ac(zZ)|， 
q>p 


则 当 序 列 Ay(z)kp(z) 在 X 里 一 致 趋 于 0 时 , 通 项 为 入 (xz)an(7z) 的 级 数 在 X 里 是 一 
致 收敛 的 . 

b) 证 明 以 上 结果 在 下 列 两 个 特殊 情形 下 成 立 : 

1. 和 (ao(z) +… 十 an(z)) 的 集合 在 妃 是 有 界 的 , 并 目 序列 (和,(z)) 在 X 里 一 
致 趋 于 0. 

2. 通 项 为 on(z) 的 级 数 在 XX 里 是 一 致 收敛 的 , 并 且 Ao 是 有 界 的 . 
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122° 证 明 如 果 通 项 为 onzn (其 中 an e C) 的 宕 级 数 对 于 z = 1 是 收敛 的 , 则 它 
在 区 间 [0, 1] 是 一 致 收敛 的 . 
作为 特例 , 利用 Log(1 + z) 的 经 典 备 级 数 展开 , 由 上 推导 出 


Log2 =1 一 1/2+1/3 一 … 十 (--H?+1i1/m 十 …， 


123° 证 明 级 数 (( 一 1)"/(2n1/2 + cosz)) (其 中 n> 1) 在 以 是 一 致 收敛 的 , 并 且 
它 的 和 是 连续 的 . 
124° 证 明 通 项 为 


1/2 + cosz), 其 中 n>z1 


的 级 数 在 开 区 间 (-2r, 2r) 的 所 有 紧 致 子 集 上 是 一 致 收敛 的 . 它 的 和 在 点 2r 的 邻 域 
内 的 状态 怎样 ? 
125° 设 (an) 是 一 个 完备 赋 范 空间 的 元 素 的 一 个 收敛 级 数 . 研究 一 般 项 为 


3 an; (Em) Qn (其 中 ze [0, co)). 
的 级 数 的 收敛 性 和 一 致 收敛 性 . 
126。" 研究 一 般 项 为 
zz+9 Zz?4;  (-1)zzzt2t) (其 中 p,geN, 而 zeC) 
的 族 的 可 和 性 和 一 致 可 和 性 . 
127° 设 X,Y 是 两 个 拓扑 空间 , a e XX,，b EY, 而 (所) 是 从 钴 到 Y 内 的 映射 的 
序列 , 使 得 


zsinnz/(2n 


lim fn(a)= 5b. 
我 们 说 序列 (所 ) 在 点 a 是 一 致 收敛 的 , 如 果 对 于 b 在 Y 里 的 所 有 邻 域 V, 存在 a 
在 XX 里 的 一 个 邻 域 UV, 和 一 个 正 数 no, 使 得 对 于 所 有 n> no 有 万 (DZ) CT. 

a) 证 明 如 果 序 列 ( 户 ) 在 多 里 简单 收敛 到 一 个 映射 f, 而 5b 有 一 个 闭 邻 域 基 , 则 
序列 (f) 在 a 的 一 致 收敛 性 和 fi 在 a 的 连续 性 蕴涵 f 在 a 的 连续 性 . 

b) 假定 Y 是 一 个 赋 范 空间 , 给 定 从 XX 到 YY 内 的 在 a 连续 的 映射 的 一 个 序列 
(gn), 使 得 5 |gn(z) 是 处 处 有 限 的 , 并 且 在 a 是 连续 的 . 证 明 级 数 (gn) 在 a 一 臻 
收敛 . 

*128。 设 (所 ) 是 从 一 个 紧 致 拓扑 空间 X 到 一 个 有 限 维 赋 范 空间 EE 的 一 个 连续 
映射 族 . 证 明 下 列 断 言 的 等 价 性 : 

a) 的 族 是 一 致 可 和 的 . 

b) | Ac)| 的 族 对 于 所 有 ze X 是 可 和 的 , 并 且 它 的 和 是 z 的 连续 函数 . 

当 X 不 是 紧 致 的 时 候 , 证 明 我 们 仍 有 蕴涵 a) => b), 但 是 没有 蕴涵 b) 二 a) (给 
一 个 例子 ). 


复数 可 乘 族 与 复数 无 穷 乘 积 


129° 利用 对 于 所 有 实数 都 成 立 的 不 等 式 1+ x < ez, 用 归纳 法 证 明 对 于 大 于 等 
于 0 的 (对 应 地 , 在 [-1,0] 内 的 ) 所 有 有 限 数 族 (a;) 有 


1+ a <] [Ga+ co) < exp (50). 


由 此 简单 地 推导 出 对 于 大 于 等 于 (对 应 地 , 在 [-1,0] 内 ) 的 所 有 数 族 (ai)ier, 有 族 
(1 十 ai) 的 可 乘 性 和 族 (ai) 的 可 和 性 之 间 的 等 价 性 . 
130。 设 (an) 是 大 于 等 于 0 的 一 个 数 族 (其 中 ao > 0 ); 令 


bn = an/(ao 十 al 十 … 十 an). 


证 明 级 数 (an) 和 (bn) 同时 收敛 和 发 散 , 并 且 当 它们 收敛 时 有 


= = I] 
人 1 


131。 设 (an) 是 大 于 等 于 0 的 一 个 数 族 . 证 明 一 般 项 为 oa/(1+ao)(1+ai)……(1 二 
an) 的 级 数 总 是 收敛 的 , 并 且 其 和 是 


仆人 @ TIG+ . 


132。 设 (ai)jier 是 C 的 元 素 的 一 个 可 和 族 ; 用 多 表示 工 的 有 限 子 集 的 集合 . 对 
于 所 有 Ke 多 , 令 


ur = [|e 如 果 友 =%, 仿 wx =1. 
iEK 


证 明 wx 的 族 是 可 和 的 , 并 且 其 和 等 于 
TIGa 十 qi)， 


2 


133。 用 P 表示 大 于 等 于 2 的 素数 的 集合 . 由 上 一 个 题 推导 出 对 于 所 有 的 数 
s > 1, 数 (1 一 p-)-! (其 中 pe P) 的 族 是 可 乘 的 , 并 且 其 乘积 是 


OO 
> ns. 
0 


134° 用 同样 的 方法 证 明 对 于 所 有 使 得 |z| < 1 的 zeC, (1+zx?> ) (其 中 neN) 
的 族 是 可 乘 的 , 并 且 其 积 是 1/(1 一 zx). 
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135° 设 z 是 C 的 使 得 |z| < 1 的 一 个 元 素 ; 令 


4=]La+r) =TIIa+c 5 9s=TIa-z”-9 
1 1 1 
证 明 Q1Q28s = 1. 
136" 设 是 一 个 使 得 |k| > 1 的 复数 . 对 于 所 有 > e C, 令 


P(z) = |] + 2/k"). 
1 


a) 证 明 这 个 乘积 是 绝对 收敛 的 , 并 且 
P(kz) = (1+z)P(z). 
b) 对 于 所 有 z 关 0 令 
S(z) = P(z)P(1/z)(1 + 2). 


证 明 S(kz) = kzS(z). 
c) 设 (Qa1, ao2,…. , Qn) 和 (b1, b2, + , bn) 是 非 0 的 复数 的 两 个 有 限 序列 ， 使 得 


ala2….an = bib2…bn; 令 


— S(012)..: (anz) 
S(b12)... S(bnz) 


证 明 M(z) = M(kz); 由 此 对 于 函数 w 一 M(e*) 推导 出 什么 ? 

d) 证 明 P 是 z 的 多 项 式 在 C 的 所 有 紧 致 子 集 上 的 一 致 极限 . 对 于 PP 得 到 什么 
结论 ? 同样 地 研究 9 和 14. 

137° 证 明 无 穷 乘 积 [],, (1 + i/n) 是 不 收敛 的 , 但 是 绝对 值 |1 + im| 的 无 穷 乘 积 
是 收敛 的 . 

138° 设 (un) 是 一 个 复数 序列 , 使 得 


M(z) 


lun| < im 一 ” (其 中 > 0,a > 0). 
证 明 存在 只 依赖 a 的 整数 p, 使 得 (1 + wn) 的 无 穷 乘积 的 收敛 性 等 价 于 一 般 项 为 
on = Un — Un/2+ + (—1)?tiu?/p 


的 级 数 的 收敛 性 . 

139° 利用 乘法 拓扑 群 了 + 同 构 于 加 法 群 R 这 个 事实 , 在 R* 上 定义 一 个 距离 , 
使 得 它 同 拓扑 群 R* 是 相 容 的 , 并 且 对 于 这 个 群 的 “平移 ”是 不 变 的 . 

证 明 赋 以 了 这 个 距离 的 R* 是 完备 的 . 


V. 习 题 . 265 . 


140° 用 U 表示 使 得 |z| = 1 的 复数 z 的 乘法 群 , 给 它 赋 以 由 C 的 拓扑 诱导 的 
拓扑 . 

a) 利用 拓扑 群 C* 同 构 于 乘积 R* x U 这 个 事实 , 证 明 在 C* 上 存在 一 个 距离 ， 
使 得 这 个 距离 跟 它 的 拓扑 是 相 容 的 , 并 且 对 于 C* 的 “平移 ” 是 不 变 的 . 

b) 证 明 C* 赋 以 这 个 距离 后 是 完备 的 . 

c) 由 此 推导 出 下 列 事实 的 一 个 新 的 证 明 : (对 于 乘法 ) 满足 Cauchy 准则 的 C* 的 
元 素 的 所 有 族 在 C* 里 是 可 乘 的 . 


141° 证 明 C (看 作 R 上 的 向 量 空间 ) 上 的 满足 关系 ||zyl| = ||zl| : |yl| 的 所 有 范 
数 恒 等 于 经 典范 数 . 如 果 仅 假定 |z?|| = ||zl|? 有 同样 的 结论 吗 ? 
142。 向 量 空间 多 ()([0, 1], 了 ) 上 的 范 数 
[f= sup|f(z)| + sup|f’(z)| + + sup|f(™(z)| 
同 它 的 代数 结构 相 容 吗 ? 
143。 设 (anX") 和 (b.U") 是 带 复 系数 的 两 个 形式 级 数 , 第 二 个 的 系数 bo = 0. 
设 (cnU") 是 由 形式 和 bwU" 代 换 X 得 到 的 形式 级 数 . 
设 4 是 一 个 Banach 代数 ; 假定 级 数 (anX") 和 (如 DZ2) 的 收敛 半径 分 别 等 于 a 
和 6B; 令 
f(z) = 》anz” 如 果 |lzl| < ai 
g(u) = 》 bn 如 果 |lull<B 
证 明 对 于 所 有 使 得 lu < 6 和 磋 | 刀 .ul < a 的 必 级 数 (cru”) 是 绝对 收敛 的 , 并 
且 它 的 和 是 f(g(w)). 
144° 设 4 是 一 个 赋 以 单位 元 e 的 Banach 代数 . 
a) 证 明 对 于 所 有 使 得 ||ul| < 1 的 ve 4, 寡 级 数 


& 一 22/2 十 …: 十 (一 1)?+lam/m 十 …: 


是 收敛 的 , 并 且 它 的 和 在 开 球 B(O, 1) 内 是 连续 的 ; 把 这 个 和 记 做 Log(e 十 ). 
b) 利用 前 一 个 题 证 明 


exp (Log(e+ 切 ) =e+4 对 于 we B(O,1). 
Log(exp z) =z ”对 于 使 得 ||z|| < 5 的 z. 


由 此 推导 出 开 球 B(O, 志 ) 在 映射 > 一 expx 下 的 像 是 e 的 一 个 开 邻 域 , 并 且 这 
个 映射 在 B(0,) 上 的 限制 是 全 纯 的 . 
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准 Hilbert 空间 的 初等 性 质 


145° 设 f 是 C 上 的 向 量 空间 EB 上 的 任意 双 线 性 型 . 证 明 在 互 里 存在 z 关 0， 
使 得 f(x, z) = 0. 

146° 设 是 K 上 的 一 个 赋 范 空间 ; 证 明 如 果 对 于 EB 的 所 有 2 维 向 量子 空间 
书 , 下 的 范 数 关联 于 F 上 的 一 个 数量 积 , 则 三 的 范 数 也 关联 于 EE 上 的 一 个 数量 积 . 

147° 设 马 是 KK 上 的 一 个 赋 范 空间 , 使 得 对 于 所 有 xz,ye EE 有 


lz + yl + lz — yl = 2lzl? + llyll?. 


证 明 五 的 范 数 关联 于 一 个 数量 积 . 
148° 设 马 为 RR 上 的 一 个 向 量 空间 . 称 从 瓦 到 及 内 的 所 有 映射 为 上 的 二 
次 型 , 如 果 对 于 所 有 z,y e E 和 所 有 和 ,ye R, 有 


f(Mz + 1y) = aX + 2bM + cp?, 


其 中 abc 只 依赖 zx, y. 

证 明 b(z,y) 是 瑟 上 的 一 个 双 线 性 型 , 并 且 WMz,z) = f(z)， 由 此 推导 出 如 果 p 
是 已 上 的 一 个 范 数 , 则 p? 是 一 个 二 次 型 , b(x,y) 是 上 的 数量 积 , p 是 与 之 关联 的 
范 数 . 

149° 证 明 区 上 的 所 有 向 量 空间 EB 可 以 赋 以 一 个 数量 积 (利用 五 的 代数 基 ). 

150° 设 马 是 (区 上 的 ) 一 个 向 量 空间 . 从 巨 x 万 到 区 内 的 所 有 映射 (zx,y) 一 
f(z,y) 称 为 半 双 线性 型 , 如 果 它 对 于 x 是 线性 的 , 而 对 于 y 是 半 线 性 的 . 

设 f 是 一 个 赋 范 空间 EE 上 的 一 个 半 双 线性 型 . 用 b(f) (对 应 地 , gq(f)) 表示 使 得 


[f(z, | < kz yl (对 应 地 , |f (zx, z)| < & llzll?) 


的 正 数 的 下 确 界 . 

a) 证 明 我 们 有 g < b < 4g. 

b) 证 明 当 f(x, zx) 对 于 所 有 z 是 实 的 时 候 , 或 当 5 的 范 数 关联 于 一 个 数量 积 的 
时 候 , 可 以 把 4 换 成 2; 并 且 证 明 当 这 两 个 条 件 满足 时 , 我 们 有 g = 4b. 

151° 设 马 是 C 上 的 准 Hilber 空间 , 而 f 是 巨 上 的 一 个 半 双 线性 型 . 

证 明 (ENO) 在 映射 z 一 flz,z)/|zl2 下 的 像 是 C 的 一 个 凸 子 集 . 利用 149 题 ， 
由 此 推导 出 对 于 向 量 空间 上 的 所 有 半 双 线性 型 f, (ENO) 在 映射 z 一 ffz,z) 下 
的 像 是 凸 的 . 

152° 设 ,是 区 上 的 两 个 准 Hilber 空间 , 而 f 是 从 万 到 下 内 的 一 个 映射 
使 得 f(0) = 0, 并 且 对 于 所 有 z,ye 互 有 


f(z) 一 了 (= lz 一 yl ( 即 f 是 一 个 等 距 ). 


证 明 f 是 线性 的 . 

153° 证 明 仅 当 EE 本 身 是 准 Hilbert 空间 时 , 在 82 题 定义 的 空间 12(E) 的 范 数 ， 
才能 用 一 个 数量 积 定义 . 

154° 设 ( 思 )ier 是 同一 个 域 K 上 的 准 Hilbert 空间 的 一 个 族 , 用 (zly); 表示 为 
的 数量 积 , 用 ||z|, 表示 其 范 数 . 用 FF 表示 族 z = (zi)ier 的 向 量 空间 , 其 中 对 于 每 个 
i 有 zi e i, 对 于 所 有 ze F, 令 


f(z) = 》 (wilyi)s. 
a) 证 明 使 得 f(x) < o% 的 z 的 集合 巨 是 下 的 向 量子 空间 . 
b) 证 明 对 于 所 有 x,y e EE, (zi|yi); 的 族 是 可 和 的 , 记 它 的 和 为 (zjy), 这 是 上 
的 一 个 数量 积 . 
c) 证 明 当 每 个 E; 完备 时 , 准 Hilbert 空间 妃 ( 称 之 为 Ei; 的 Hilbert 和 ) 是 完备 
的 (及 其 逆 ). 
155° 设 f 是 从 及 到 C 内 的 一 个 映射 , 使 得 


上 人 f(DPadt < oo. 
证 明 对 于 所 有 ae RR 有 
| 上 f(t)f(t— ad < 上 | 12dt. 
156° 设 (on) 是 C 的 元 素 的 一 个 序列 , 使 得 立 |ou| < co. 证 明 


二 Qnan+1l| < Ss lanl>. 


157° 用 PP 表示 R 上 的 Hilbert 空间 12 的 由 使 得 |zn| < 1/n 的 点 x = (zn) 组 成 
的 子 集 . 

证 明 P 是 28 的 紧 致 子 集 (可 以 利用 距离 空间 的 紧 致 性 判别 法 和 命题 9-23). 

158° 设 D 是 R" 的 一 个 总 体积 有 限 的 区 域 , 而 EE 是 D 上 的 这 样 的 实 调和 函数 
了 的 集合 , f? 在 D 上 的 积分 是 有 限 的 . 

a) 证 明 EE 是 一 个 向 量 空间 , 并 且 


(flg) = 上 Flzjg(zjdz 


是 巨 上 的 一 个 数量 积 . 用 || 川 | 表示 对 应 的 范 数 . 
b) 证 明 对 于 所 有 fe 五 有 


tr wlas < fl 
D 
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其 中 表示 一 个 有 待 确定 的 常数 . 

c) 利用 调和 函数 的 初等 的 平均 值 性 质证 明 , 如 果 ,lim fn = 0 则 所 的 序列 在 
所 有 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 到 0. 

d) 由 此 推导 出 准 Hilbert 空间 是 完备 的 . 

159° 设 FG 是 实 准 Hilbert 空间 妃 的 两 个 向 量子 空间 . 证 明 如 果 存 在 一 个 数 
k > 0, 使 得 对 于 所 有 ze F 和 所 有 ye G 有 


zl 三 大 zl : lyll, 


则 或 者 和 G 是 1 维 的 ,或 者 上 = 0, 即 已 和 G 是 正 交 的 . 

160" 设 一 是 玉 上 的 一 个 准 Hilbert 空间 , 而 FG 是 B 的 两 个 不 退缩 为 {0} 的 
向 量子 空间 . 称 由 

0O<a&n; ec 其 中 weEveG 
lull lvl 

确定 的 角 为 FG 的 夹 角 . 用 p 表示 从 赋 范 空间 x G 到 互 的 子 空间 (下 上 + G) 的 映 
射 (u,v) w+ vw. 

证 明 ” 是 同 胚 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 a 和 0. 

161° 设 X,Y 是 同 构 于 12 的 两 个 赋 范 空间 ; 而 yp 是 从 和 到 了 内 的 映射 , 其 定 
义 是 : 

如 果 z = (zn), 则 w(z) 是 点 (2 一 Zn) 

证 明 在 和 xy 里 的 图 像 T 是 久 xY 的 同 构 于 X 的 闭 向 量子 空间 . 

证 明 : 如 果 用 X' 表示 XX xY 的 子 空间 Xx 0O, 则 (X'+T) 在 和 xy 内 是 处 处 
稠密 的 , 但 不 等 于 久 xY. 

162° 设 忆 是 民 上 的 一 个 准 Hilbert 空间 , 而 x 瑟 赋 以 了 其 因子 空间 的 Hilbert 
和 结构 (参见 154 题 ). 设 f 是 从 五 到 上 的 保持 范 数 的 线性 双 射 . 

对 于 所 有 ke R, 用 TT(k, f) 表示 从 到 忆 的 映射 + 必 kf(z) 在 巨 x 巨 里 的 图 
像 . 证 明 TT(k, f) 的 所 有 向 量 同 T(k', 月 的 夹 角 a 是 由 关系 


|1 + kk 


COSQ = 一 -一 一 一 一 一 
(1 + 2)3(1 + 2)3 


定义 的 一 个 常数 . 


正 交 投影 . 对 偶 空间 的 研究 


163° 设 和 是 及 上 的 准 Hilbert 空间 互 的 一 个 完备 凸 子 集 . 利用 定理 15-1, 证 明 
X 是 的 闭 仿 射 半 空间 (定义 为 形式 为 {z : f(z) < k} 的 集合 , 其 中 f € EB',k € R) 
的 交集 . 


V. 习 题 * 269 . 


证 明 当 X 是 一 个 锥 时 , X 是 形式 为 {z : f(x) < 0} 半空 间 的 交 , 其 中 f € E'. 
164° 设 (X) 是 一 个 准 Hilbert 空间 已 的 完备 凸 集 的 递减 序列 . 对 于 所 有 ze 万 ， 
用 dn(z) 表示 从 z 到 XX 的 距离 , 令 


d(z) = ,Jim dn (7). 


证 明 如 果 至 少 对 于 一 个 zx 有 d(z) < oo, 则 对 于 所 有 的 > 有 d(z) < oo; 以 下 就 假定 处 
于 这 种 情形 下 . 用 A(z,e,n) 表示 Xi 同 中 心 为 x 半径 为 (d(z) +es) 的 闭 球 的 交集 . 
a) 证 明 当 s 趋 于 0 并 且 ” 趋 于 +oo 时 , 4(z,s,m) 的 直径 趋 于 0. 
b) 由 此 推导 出 X 的 交集 X 不 是 空 集 , 并 且 


d(x) = d(x, X). 


165° 设 Y 是 准 Hilbert 空间 EE 的 一 个 完备 且 有 界 的 凸 集 , 而 f 是 Y 上 的 凸 的 
和 下 半 连 续 的 数值 函数 . 利用 上 题 证 明 f 在 Y 上 是 有 下 界 的 , 并 且 Y 的 使 得 f 达 
到 下 确 界 的 点 的 集合 是 一 个 非 空 的 完备 凸 集 . 

给 出 这 个 性 质 对 于 EE 上 的 连续 线性 型 的 一 个 应 用 , 并 且 同 43 题 中 的 例子 比较 . 

166" 设 4,B 是 准 Hilbert 空间 EB 的 两 个 完备 凸 集 , 其 中 至 少 有 一 个 是 有 界 的 . 
证 明 存在 ae A 和 be B, 使 得 


d(a,b) = d(A, B). 


167° 推广 上 题 到 下 列 情形 : 4 和 B 不 是 有 界 的 , 但 是 当 z e 4,y e B,llz|| 和 gl 
趋 于 无 穷 时 , d(z,y) 趋 于 无 穷 . 通过 R? 中 的 一 个 例子 证 明 , 如 果 这 个 条 件 不 满足 , 断 
言 可 能 不 成 立 . 

168° 设 (Cn) 是 准 Hilbert 空间 忆 的 完备 凸 子 集 的 一 个 递减 序列 , 使 得 C = UG 
还 是 完备 的 . 

对 于 所 有 ze E, 用 P(x) (对 应 地 , P(z)) 表示 z 在 C (对 应 地 , C) 上 的 投影 ; 
证 明 

P(z) = Lim P,(7). 


169° 设 妃 是 及 上 的 一 个 准 Hilbert 空间 , C 是 五 的 一 个 完备 凸 子 集 , 而 f 是 
上 的 一 个 连续 线性 型 . 

证 明 存 在 C 的 唯一 的 点 使 得 ||zx|l? + f(x) 在 该 点 达到 下 确 界 . 

170° 设 是 准 Hilbert 空间 , B' 是 它 的 拓扑 对 偶 空间 . 对 于 所 有 ae ,用 wa 
表示 上 的 线性 型 x 一 (zja). 证 明 在 半 线 性 映射 p 下 在 EB' 里 的 像 p(5) 是 忆 
的 一 个 处 处 稠密 的 向 量子 空间 . 

由 此 推导 出 所 有 准 Hilbert 空间 同 构 于 一 个 Hilbert 空间 的 处 处 稠密 的 子 空间 

171° 设 Vi, WV 是 准 Hilbert 空间 万 的 两 个 仿 射 流 形 , 而 zl e Vi, zx2 e 肥 ， 
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证 明 下 列 性 质 的 等 价 性 : 

a) d(x1, 72) = d(Vi, V2). 

b) (zi 一 22) 正 交 于 页 和 僻 . 

172° 设 是 一 个 实 Hilbert 空间 , 而 P 是 EB 的 一 个 闭 凸 锥 . 用 P* 表示 使 得 对 
于 所 有 ye PP 有 (zly) < 0 的 x eB 的 集合 . 

证 明 P* 也 是 一 个 闭 凸 锥 , 并 且 (P*)* = P( 利 用 163 题 ). 

173° 设 巨 是 一 个 实 Hilbert 空间 , 而 PQ 是 的 两 个 闭 凸 锥 , 使 得 P+ = Q 
(由 此 根据 上 题 也 有 @* = P). 

证 明 下 列 性 质 的 等 价 性 : 

a)j) zz 一 2 十 2 ZE 也 y E (zly) = 0. 

b) xz =z 在 P 上 的 投影 ， y=z 在 Q@ 上 的 投影 . 

*174° 设 马 是 一 个 准 Hilbert 空间 , 而 是 互 的 一 个 向 量子 空间 , 使 得 = F00. 

用 一 个 例子 证 明 未 必 所 有 z e EE 的 点 都 有 在 Ff 上 的 投影 P(z). 

175° 设 已 是 从 一 个 准 Hilbert 空间 已 到 自身 的 一 个 映射 , 它 对 于 所 有 z,y eB 
满足 关系 

(P(z)|y) = (z|P(y)); POP(z)) = P(z). 


证 明 P 是 线性 的 和 连续 的 ; 再 证 明 如 果 令 
F={z:P(r)= 7)}, 


则 有 f= F%, 并 且 P 等 于 从 巨 到 玉 上 的 投影 算 子 . 

176° 设 五 是 一 个 准 Hilbert 空间 . 证 明 如 果 P 是 从 万 到 万 内 的 一 个 线性 映 
射 , 使 得 P? = P, 并 且 Pl < 1, 则 P 是 一 个 投影 算 子 . 

177° a) 证 明 如 果 记 , 忆 ,… , P, 是 在 一 个 准 Hilbert 空间 上 的 投影 算 子 , 则 ( 忆 十 
民 十 … 十 忆 ) 是 一 个 投影 算 子 等 价 于 对 于 所 有 i 关 7 有 PioP;=0. 

b) 现在 假定 E 是 完备 的 . 证 明 如 果 ( 忆 ,) 是 投影 算 子 的 一 个 无 穷 序列 , 使 得 对 
于 所 有 i 关 j 有 Po P= 0. 则 PP, 的 族 在 .2(E) 里 是 可 和 的 , 并 且 其 和 是 一 个 投影 
算 子 . 

178? 设 忆 是 一 个 Hilbert 空间 , 而 4 是 (5) 的 一 个 元 素 . 

a) 证 明 对 于 所 有 y e E, 映射 z 一 (4z|g) 是 巨 上 的 一 个 线性 型 ; 由 此 推导 出 存 
在 忆 的 唯一 的 元 素 4y, 使 得 对 于 所 有 ze EE 有 (4zly) = (zx|A*). 

b) 证 明 从 EE 到 内 的 映射 y 一 4A* 是 线性 的 , 并 且 4* 的 范 数 等 于 4 的 范 数 . 

称 4* 为 算 子 4 的 伴随 算 子 ; 如 果 4 = 4*, 或 者 说 如 果 对 于 所 有 z,y e EB 有 
等 式 

(Azly) = (z|Ay) 


则 说 4 是 自 伴 的 (或 Hermite 的 ). 
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c) 更 一 般 地 , 设 EE 是 准 Hilbert 空间 , 而 4, B e .2Z(B); 如 果 对 于 所 有 z,y EE 
有 (4zly) = (z|By), 则 说 B 是 4 的 伴随 算 子 . 

证 明 所 有 4 e .2(4) 至 多 具有 一 个 伴随 算 子 , 如 果 B 是 4 的 伴随 算 子 , 则 4 
是 B 的 伴随 算 子 . 

179° 证 明 下 列 初 等 性 质 : 

a) (AB)* = B*A*. 

b) 如 果 4 和 B 是 自 伴 的 , 则 4B 也 是 自 伴 的 等 价 于 4B = BA. 

c) 如 果 4 是 自 伴 的 , 则 对 于 任意 B, B*4B 也 是 自 伴 的 . 

d) 如 果 4 = 4*, 则 对 于 所 有 z 有 (4zlz) = 0 等 价 于 4 = 0. 

e) 4 = 4* 等 价 于 对 于 所 有 z,(4z|z) 是 实数 . 

180° 设 (ki)ier 是 C 的 元 素 的 一 个 有 界 族 , 而 4 是 从 复 空间 1 到 自身 的 映射 ， 
其 定义 是 : 

如 果 z = (zi)jier, 则 4z 是 元 素 (kizi)ier. 

4 的 范 数 是 什么 ? 它 的 伴随 算 子 是 什么 ? 何 时 4 是 自 伴 的 ? 

181° 用 EE 表示 赋 以 了 数量 积 


ce 四 = { zd 
的 空间 (|0,1],C); 设 ke EB 和 Ke%([0,1]?,C). 用 关系 式 
Az(t) = 人 K(t, vu)zr(u) du; Bz(t) = k(t)z(t) 
0 


定义 (EE) 的 元 素 4, B. 

a) 证 明 虽 然 EE 不 是 完备 的 , 4A, B 却 具 有 伴随 算 子 ; 在 什么 条 件 下 , 4 和 B 是 自 
伴 的 ? 

b) 对 于 所 有 z e E, 令 


Cz(t) = k(t)u- tz(u)du, 其 中 ke 五 . 


证 明 C e .9(E), 并 且 计 算 它 的 范 数 , 再 证 明 C 没有 作用 在 上 的 伴随 算 子 . 

182° 设 是 一 个 准 Hilbert 空间 , 而 4 是 (5) 的 一 个 元 素 , 它 有 一 个 伴随 算 
子 4*; 如 果 4 = 4*, 并 且 对 于 所 有 ze 包 有 (Azx|x) > 0, 则 说 4 是 半 正 定 的 . 如 果 
此 外 对 于 所 有 z 关 O0) 有 (4zlz) > 0, 则 说 4 是 正定 的 . 

刻画 在 前 面 几 个 例子 所 研究 的 算 子 中 的 正 算 子 和 正定 算 子 的 特征 . 

183° 设 是 一 个 准 Hilbert 空间 , 而 4 e .2(B). 证 明 以 下 三 个 断言 的 等 价 性 : 

a) 4*4= 了 (其 中 了 是 恒 等 映射 ). 

b) 对 于 所 有 xz,y EEE 有 (Az|Ay) = (x,y). 
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c) 对 于 所 有 ze 有 |4zl| = |lzj|. 

当 4 具有 这 些 性 质 时 , 就 说 4 是 本 的 (如 果 域 区 是 及, 或 称 正 交 的 ), 或 更 简单 
地 称 之 为 等 距 算 子 . 

184° 设 是 一 个 准 Hilbert 空间 , 而 A e .2Z(E); 如 果 (T 上 + 4)/2 是 一 个 投影 算 
子 , 则 说 4 是 对 称 算 子 . 

利用 前 一 个 题 和 175 题 , 证 明 对 称 算 子 就 是 同时 是 西 的 和 自 伴 的 算 子 . 

185° 设 (zn) 是 准 Hilbert 空间 互 的 点 的 一 个 序列 ; 证 明 (x) 强 收敛 到 O 和 序 
列 (zn|o) 对 于 使 得 lol < 1 的 a 的 集合 一 致 收敛 于 0, 二 者 是 等 价 的 . 推广 这 个 性 
质 到 滤 子 基 . 

*186° 设 (zn) 是 Hilbert 空间 EB 的 点 的 一 个 序列 , 使 得 对 于 所 有 a e 万 , 序列 
(znla) 有 极限 . 证 明 : 序列 (za) 弱 收 敛 到 EE 的 一 个 点 zx, (||znl|) 是 有 界 的 , 并 且 
lzll < lim infllzn|， 

(可 以 利用 60 题 和 61 题 .) 

*187° 设 (zn) 是 准 Hilbert 空间 EB 的 点 的 一 个 序列 . 证 明 如 果 这 个 序列 弱 收 敛 

到 一 个 点 xz, 则 存在 一 个 子 序列 (zo ), 使 得 由 


nN 
bn = LD/ 6 
1 


定义 的 5b 的 序列 (b%) 强 收敛 到 zx. 

188° 证 明 在 一 个 无 穷 维 的 准 Hilbert 空间 妃 里 , 点 O 没有 对 于 弱 拓 扑 的 邻 域 的 
可 数 基 . 由 此 推导 出 五 的 弱 拓 扑 不 能 用 距离 定义 . 

189° 设 一 是 一 个 准 Hilbert 空间 ; (zn) 是 五 的 点 的 一 个 有 界 序列 ; 而 多 是 巨 
的 一 个 完全 子 集 . 

证 明 : 为 了 序列 (zn) 弱 收 敛 到 一 个 点 z, 必须 上 且 只 需 对 于 所 有 a e XX, 序列 
(znja) 收敛 到 (zja). 反之 , 证 明 可 以 在 12 里 找到 一 个 无 界 序列 (z,) (从 而 不 可 能 弱 
收敛 ) 和 一 个 完全 子 集 X (比如 2&2 的 典 则 标准 正 交 基 ), 使 得 对 于 所 有 a e X, 序列 
(zn|a) 收敛 到 0. 

190° 设 EB 是 赋 以 了 数量 积 


1 
= [ z(t)g(t)dt 
的 空间 多 ([0, 1], 区 ). 令 


Zn 人 (t = sin mnt; 


利用 巨 的 由 函数 sin rpt 以 及 cos wpt 组 成 的 完全 子 集 X 和 上 题 , 证 明 序列 (zn) 弱 
收敛 到 0. 


V. 习 题 “273 ， 
更 一 般 地 , 设 (zw) 是 一 个 函数 序列 , 导数 z 在 o,]] 连续 , 并 且 
Jim (apm = 
证 明 在 巨 里 序列 (z’) 弱 收 敛 到 0 


正 交 系 


191° 设 是 一 个 准 Hilbert 空间 ; 对 于 豆 的 点 的 所 有 有 限 序列 (zl x1,… ,zn)， 
称 数量 积 (zi|z;) 的 行列 式 G(z1, xz2,… ,zn) 为 zi 的 Gram 行列 式 . 
a) 证 明 G(x1, 7x2,… ,zn) > 0, 并 且 关 系 式 G(z1, zz …… ,zn) > 0 等 价 于 诸 zi 是 
线性 无 关 的 (利用 由 zx; 生成 的 向 量 空间 的 标准 正 交 基 ). 
b) 证 明 如 果 诸 x; 是 线性 无 关 的 , 则 巨 的 任意 一 个 点 x 到 由 zx; 生成 的 向 量 空间 
工 的 距离 的 平方 等 于 G(z,z1,… ,zn)/G(z1, 722，,… ,zn). (利用 zz 在 LK 上 的 投影 .) 
192° 证 明 所 有 无 穷 维 Hilbert 空间 EE 同 构 于 瑟 的 一 个 与 瓦 不 同 的 向 量子 空间 
193° 设 刀 是 一 个 准 Hilbert 空间 , 赋 以 了 一 个 无 穷 标 准 正 交 基 B, 证 明 对 于 一 
的 所 有 的 处 处 稠密 子 集 有 天 > ,并且 证 明 存 在 一 个 X, 使 得 苹 = 至 . 
194° 设 已 是 任意 一 个 拓扑 向 量 空间 , 而 (ai)ier 是 的 元 素 的 一 个 族 . 如 果 对 
于 所 有 i e I，ai 不 属于 由 指标 7 关 i 的 元 素 o 生成 的 向 量子 空间 , 则 说 这 个 族 是 
拓扑 线性 无 关 的 . 
a) 证 明 在 一 个 准 Hilbert 空间 里 , 所 有 的 正 交 族 是 拓扑 线性 无 关 的 . 
b) 证 明 所 有 拓扑 线性 无 关 族 是 代数 线性 无 关 的 , 通过 一 个 例子 证 明 其 逆 不 真 . 
195° 设 已 是 一 个 拓扑 向 量 空间 , B 是 五 的 一 个 代数 基 , 它 是 拓扑 线性 无 关 的 . 
证 明 E 的 由 B 的 任意 子 集 生成 的 向 量子 空间 是 闭 的 . 
a) 利用 65 题 , 由 此 推导 出 如 果 是 一 个 Banach 空间 , 则 EE 必定 是 有 限 维 的 . 
b) 给 出 一 个 这 样 的 例子 , B 是 无 穷 的 , 而 是 赋 范 的 (必定 是 不 完备 的 ). 
196° 设 已 是 一 个 拓扑 向 量 空间 . 我 们 说 五 的 一 个 子 集 4 是 拓扑 十 分 线性 无 关 
的 , 如 果 它 不 含有 0, 并 且 对 于 4 的 所 有 由 非 空子 集 41, hs 组 成 的 划分 , 由 A1 和 
42 生成 的 向 量 空间 的 闭 包 的 交集 为 {0}. 
a) 验证 准 Hilbert 空间 的 所 有 正 交 系 是 拓扑 十 分 线性 无 关 的 . 
b) 验证 所 有 空间 好 的 典范 “ 基 ” 也 具有 这 个 性 质 . 
*c) 用 例子 证 明 , 即使 在 一 个 准 Hilbert 空间 里 , 一 个 族 可 能 是 拓扑 线性 无 关 的 ， 
但 不 是 拓扑 十 分 线性 无 关 的 . 
197° 设 是 赋 以 了 数量 积 


1 
(zly) = 上 z(t)y(t) 
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的 空间 多 ([0, 1],R) 设 KK 是 [0,1] 的 一 个 非 空 且 非 稠密 的 紧 致 子 集 ; 用 Ak 表示 由 在 
K 的 所 有 的 点 取 零 的 函数 组 成 的 的 向 量子 空间 . 

a) 证 明 使 得 rzL4K 的 所 有 ze 一 是 0. 

b) 证 明 如 果 K 的 测度 是 零 (其 意义 是 : 对 于 所 有 e > 0, 存在 K 的 一 个 长 度 之 
和 小 于 s 的 有 限 区 间 族 构成 的 覆盖 ), 则 有 4x = E. 否则 , 证 明 Ak # 5. 

c) 由 此 推出 在 EB 里 存在 非 完全 的 最 大 正 交 系 . 

198° 设 妃 是 实 空间 B2 的 由 22 的 典范 基 的 指标 为 奇数 的 向 量 和 向 量 


zk = (1/1*,.… ,1/n*,…) (其 中 keN*) 


生成 的 向 量子 空间 . 

证 明 在 里 , 由 1? 的 典范 基 的 奇数 指标 的 向 量 组 成 的 正 交 系 是 最 大 的 . 

199° 设 巨 是 非 完备 的 准 Hilbert 空间 . 利用 170 题 证 明 , 在 已 里 存在 一 个 闭 超 
平面 刁 , 使 得 不 存在 x 关 O 的 任何 ze 五 正 交 于 万 . 

200° 设 Bo 是 在 59 题 定义 的 2 阶 Besicovitch 空间 . 对 于 所 有 x,y e Bs, 令 


ed = limsup 3 lel. 


a) 证 明 [zx,y] < oo, 并且 更 明确 地 有 [x,y] < |izl| .yl 
证 明 [zx,y] 在 35 题 的 意义 下 是 次 数量 积 . 
b) 设 4 是 5 (参见 59 题 ) 的 一 个 向 量子 空间 . 证 明 对 于 所 有 z,y e 4， 


二 人 z(t)y(t)dt 


当 a 一 co 时 有 一 个 极限 , 记 之 为 (zly). 由 此 推导 出 4 在 多 里 的 典范 像 是 一 个 准 
Hilbert 空间 . 

c) 用 P 表示 函数 eit (其 中 和 Ae R) 的 线性 组 合 的 向 量 空间 . 

证 明 Pc so, 并且 证 明 函 数 et 的 族 是 准 Hilbert 空间 的 一 个 标准 正 交 系 . 

由 此 推导 出 P 在 gs 里 的 典范 像 的 闭 包 多 是 一 个 Hilbert 空间 ,其 Hilbert 维 
数 等 于 连续 统 的 势 . 

d) 证 明 多 的 所 有 元 素 x 是 函数 anei>"t (其 中 和 是 不 同 的 ) 的 一 个 序列 的 和 ， 
这 里 2” |on|? < co; 反之 , 所 有 这 类 的 序列 在 多 里 是 可 和 的 . 

e) 令 an = n-?, 和 任意, 再 令 an = mL = n-!, 依次 研究 这 样 得 到 的 序列 . 

怎样 解释 在 第 二 个 序列 中 遇 到 的 困难 ? 


正 交 多 项 式 


201° 设 EB 是 由 使 得 
上 tz2(t)dt < oo 
0 
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的 函数 z 组 成 的 多 ([0, 1], RR) 的 子 集 . 

a) 证 明 EE 是 多 ([0,]], 了 ) 的 一 个 向 量子 空间 , 还 证 明 所 有 在 x = 0 有 有 限 导 数 
并 且 z(0) = 0 的 函数 z 属于 媚 . 

b) 对 于 所 有 z,y e EE, 令 


1 
(zly) = [ £12(t)y(t)dt. 


验证 这 个 积分 有 意义 并 且 这 是 瓦 上 的 一 个 数量 积 . 

: Gram-Schmidt 正 交 化 算法 应 用 到 序列 (如 ) (其 中 n > 1) 中 提供 多 项 式 
Pl,:: …. 明确 计算 Pi, 忆 ;, 忆 . 

四 os Hilbert 空间 里 , 在 形式 如 [0,a] (其 中 a 关 0) 的 区 间 上 为 零 的 函 

数 > 的 集合 是 处 处 稠密 的 . 由 此 推导 出 正 交 族 (P,) 在 巨 里 是 完全 的 . 

202° 考虑 在 上 一 题 中 用 t-* (其 中 a e Ri) 代替 t-! 后 的 同样 的 问题 . 

203° 设 p 是 一 个 在 区 间 I = (-1 1) 上 大 于 等 于 0 且 连 续 的 函数 , 使 得 

a) 了 的 使 得 p(z) 了 关 0 的 点 t 的 集合 在 7 是 处 处 稠密 的 . 

b) 存在 一 个 不 恒 等 于 零 的 多 项 式 4 使 得 


pad < oo. 
I 


设 马 是 由 使 得 
lzl2 = / z2(t)p(t)dt < oo 
的 函数 > 组 成 的 ([0, 1], 展 ) 的 向 量子 空间 . 
用 类 似 于 201 题 的 方法 证 明 形 式 如 4 .PP (其 中 P 是 一 个 多 项 式 ) 的 集合 在 赋 


以 了 Hilbert 范 数 ||z|| 的 空间 EE 里 是 完全 的 . 
204。 令 


Qn) = gm dtn wi 
a) 利用 分 部 积分 法 证 明 多 项 式 @,, 的 序列 在 [1,1] 上 对 于 数量 积 


1 
(zly) = 人 也 
是 正 交 的 , 并 且 


(QnlQn) = 元 二 


b) 验证 Qn(1) = 1 并 且 由 此 推导 出 @; 跟 本 章 17-3, 17-4, 1° 中 定义 的 Legendre 
多 项 式 及 由 关系 
Qnlt) 二 Pn(t)/ Pn (1) 
联系 起 来 , 计算 PP,(1). 
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c) 证 明 @， 满足 递 推 关系 
nn = (2n. ~ 1)Qn-1 — (nC— 1)Qn-2, 
并 且 满 足 微分 方程 ee 
(a = 各) ) +n(n+1)n =0. 
205° 设 马 是 对 于 p(t) = e-! 在 区 间 [0, co) 上 得 到 的 准 Hilbert 空间 思 ,( 见 17-3). 
全 
Ln(t) = 了 ct. eit"). 


验证 Ln 是 一 个 n 阶 多 项 式 , 组 成 里 的 一 个 正 交 系 , 并 计算 (Ln|Ln). 
b) 验证 L%(0) = 1, 由 此 推导 出 L, 跟 本 章 17-3, 17-4, 2? 中 定义 过 的 Laguerre 
多 项 式 忆 , 由 关系 
Ln(t) 二 Pn (t)/ Pn(0) 


联系 起 来 , 并 且 计 算 PP,(0). 

c) 证 明 对 于 所 有 a > 0, 函数 e-%t 属于 E, 并 且 计 算 它 对 于 正 交 系 (Zn) 的 
Fourier 系数 Ya. 

d) 证 明 yaLn 的 族 在 妃 里 以 函数 e-ot 作为 和 . 

e) 通过 适当 的 变量 替换 和 Stone-Weierstrass 定理 证 明 , 函数 e-"t(n e N) 组 成 
E 的 一 个 完全 系 . 

f) 从 问题 e) 和 d) 推导 出 多 项 式 Zn 组 成 互 的 一 个 正 交 基 . 

206° a) 验证 e- 的 n 阶 导 数 的 形式 是 (-1)"H(t)e-*, 其 中 瓦 , 是 n 阶 多 
项 式 . 
b) 证 明 多 项 式 五, 在 关联 于 权 p(t) = e-* 和 区 间 [0, co) 的 空间 忌 里 是 正 交 
的 . 由 此 推导 出 它们 是 正比 于 本 章 17-3, 17-4, 3° 中 的 Hermite 多 项 式 . 

c) 验证 递 推 关 系 : 


H, 一 2t 万 1 一 2(n 1)Hn,_»; Ho 一 1; Hi(t) = 2t. 
d) 证 明 五 ,, 满足 微分 方程 


五 — 2tH; + 2nH,=0 


VI. 第 三 章 的 法 汉 术 语 对 照 和 索引 


“277 ， 


VI. 第 三 章 的 法 汉 术语 对 照 和 索引 


Abel (regle d) Abel 判别 法 

algebre de Banach Banach 代数 

一 normée 赋 范 代数 

angle de deux vecteurs ”两 个 向 量 的 夹 角 
associativité (familles) ”结合 性 ( 族 ) 

一 (séries) ”结合 性 (级 数 ) 

base algébrique ”代数 基 

base orthogonale, orthonormale 正 交 , 标准 正 交 基 
bidual 二 次 对 偶 空间 

borné (ensemble) 有 界 ( 集 ) 

boule ouverte, fermke “ 开 球 , 闭 球 

coefficient de Fourier Fourier 系数 
commutativité (familles) ”交换 性 ( 族 ) 

一 (séries) ”交换 性 (级 数 ) 

compacte (application linéaire) ” 紧 (线性 映射 ) 
complexifié6 复 化 

convergence absolue, normale, simple, uniforme 
绝对 收敛 , 范 数 收敛 , 简单 收敛 , 一 致 收敛 
convergence en moyenne d'ordre p p 阶 平 均 收 伍 
convergence uniforme en un point “在 一 个 点 的 一 致 收敛 
coordonnée ”坐标 

critere de Cauchy (familles) ”Cauchy 准则 ( 族 ) 
一 (produits) ”Cauchy 准则 (乘积 ) 

一 (sEries) Cauchy 准则 (级 数 ) 

一 (uniforme) Cauchy 准则 (一 致 收敛 ) 
déterminant de Gram ”Gram 行列 式 

dilatation ”伸缩 映射 

dimension hilbertienne ”Hilbert 维 数 
distributions d'ordre rx 7 阶 分 布 

dual d'un espace de Hilbert ”Hilbert 空间 的 对 偶 空 间 
一 topologique ”拓扑 对 偶 空间 

dualit6 ”对 偶 

élément inversible ”可逆 元 

endomorphisme  ” 自 同 构 

espace de Banach ”Banach 空间 


@ 表 中 的 数字 表示 节 和 上段 , 或 者 某 一 习题 的 序号 . 


2-5 

16-6 

9-10 

10-6 

7-7 和 习题 50 至 55 
习题 34 


11-5 和 11-7 
3-6 

习题 127 
16-2 

9-4 

12-2 
10-2 
11-2 
习题 191 
1-3 
16-16 
3-13 
15-8 

1-8 

习题 17 
13-24 
13-4 

41 
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一 de Besicovitch ”Besicovitch 空间 

一 de dimension finie 有 限 维 空间 

一 localement convexe 局 部 凸 空间 

一 de Hilbert ”Hilbert 空间 

一 normé 赋 范 空间 

一 préhilbertien 准 Hilbert 空间 

一 séparable 可 分 空间 

一 vectoriel topologique 拓扑 向 量 空间 

exponentielle sur une alg8bre normke 赋 范 代数 上 的 指数 
famille absolument sommable 绝对 可 和 族 


一 multipliable 可 乘积 族 
一 normalement multipliable 范 数 可 乘积 族 
一 normalement sommable 范 数 可 和 族 


一 sommable dans 及 及 中 的 可 和 族 

一 sommable dans un groupe “和 群 中 的 可 和 族 
一 topologiquement libre 拓扑 线性 无 关 族 
一 uniformément sommable 一 - 致 可 和 族 
forme hermitienne Hermit 型 

一 hermitienne positive 正 Hermit 型 

一 linéaire continue 连续 线性 型 

一 semi-linkaire 半 线 性 型 

一 sesquilinéaire 半 双 线性 型 

Hahn-Banach Hahn-Banach 定理 
hyperplan médiateur 中 垂 超 平 面 

induct 计 ”归纳 的 

inégalité de Cauchy-Schwarz Cauchy-Schwarz 不 等 式 
isomorphisme d'espaces de Hilbert ”Hilbert 空间 的 同 构 
isomorphisme d'espaces normeks 赋 范 空间 的 同 构 
isomorphisme d'espaces préhilbertienes 准 Hilbert 空间 的 同 构 
mesures de Radon Radon 测度 

multilinéaire (application) ”多重 线性 映射 

norme 范 数 

normes équivalentes ”等 价 范 数 

opérateur adjoint, auto-adjoint ”伴随 , 自 伴 算 子 

一 positif, défini positif 正 , 正定 算 子 

一 unitaire 西 算 子 

orthogonaux (vecteurs, ensembles) ” 正 交 (向 量 , 集合 ) 

p-boule p 球 

polynomes de Legendre, etc. 


Legendre 多 项 式 及 其 他 多 项 式 


习题 59 

7-6 

2-18 

14-5 

4 1 

14-5 

习题 63 

1-1 

13-21 

8-12 和 9-17 
9-1 和 12-1 
12-11 

11-5 

8-1 

9-1 

习题 193 和 195 
11-1 

14-2 

14-3 

1-8 

14-1 

习题 150 
习题 11 至 13 
14-16 

16-9 

14-4 

16-16 

5-1 

14-10 和 16-13 
3-12 

6-1 

2-1 

4 4 

习题 177 
习题 181 
习题 182 
14-11 

2-5 

习题 203 至 205 
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polyn6mes orthogonaux 正 交 多 项 式 


procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt Gram-Schmidt 正 交 化 算法 


produit de convolution 卷 积 
一 d'espaces normés” 赋 范 空间 的 乘积 
一 de familles sommables ”可 和 族 的 乘积 


一 infini absolument convergent ”绝对 收敛 的 无 穷 乘 积 
一 infini commutativement convergent “交换 收敛 的 无 穷 乘 积 


一 scalaire 数量 积 

一 scalaire réel associé 关联 的 实数 量 积 

一 semi-convergent 半 收 敛 的 乘积 
projection sur un ensemble 在 集合 上 的 投影 
Pythagore (théoreme de) Pythagore 定理 
-boule 钨 球 

多 -topologie 多 拓扑 

Tayon de convergence “收敛 半径 

regle d'Abel Abel 判别 法 

semi-norme 半 范 数 

séparable 可 分 的 

série absolument convergente “绝对 收敛 级 数 
一 alternée 交错 级 数 

一 commutativement convergente “交换 收敛 级 数 
一 dans un groupe 群 里 的 级 数 

一 double, triple 二 重 级 数 , 三 重 级 数 

一 de Fourier ”Fourier 级 数 

一 entiere “震级 数 . 

一 semi-convergente 半 收 敛 级 数 

somme hilbertienne Hilbert 和 
sous-produit scalaire 次 数量 积 

sphere unité 单位 球面 

stabilité des isomorphismes ” 同 构 的 稳定 性 
symétrie ”对称 

一 hermitenne Hermite 对 称 


systeme orthogonal, orthonormal 正 交 系 , 标准 正 交 系 


一 orthonormal maximal 最 大 标准 正 交 系 
topologie affaiblie 弱化 拓扑 

一 de la convergence simple 简单 收敛 拓扑 

一 uniforme compacte “ 紧 致 一 致 拓扑 

topologie faible “ 弱 拓 扑 

一 faible sur un Hilbert Hilbert 空间 上 的 弱 拓 扑 
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17-3 和 17-4 
16-11 
13-7 

6 

9-22 和 13-15 
12-7 
12-7 
14-5 
14-6 
12-9 

15 

14-12 
2-7 

2-8 
13-16 
10-14 
2-1 

习题 63 和 67 
10-8 
10-15 
10-6 
10-1 

8-7 

17 

13-16 
10-13 
习题 154 
习题 35 
习题 33 
5-7 

习题 183 
14-2 
16-1 
16-7 
3-11 
3-10 

3-7 

2-11 
15-10 
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一 forte 强 拓扑 15-10 
total (ensemble) 完全 ( 集 ) 1-10 


记 号 

Bl(a, p) 2-5 19 8-9 
%(X, K) 3-1 LZ(E),L(E, F) 1-7 和 4-6 
G(X, K) 3-1 LB, , En: F) 6-2 
YC"([0, 1]”, K) 3-2 p(x) 2-1 
%™([0, 1]", K) 33 | px(z) 15-1 
DK(R", K) 3-4 (zly), zy 14.5 
乡 (R", K) 39 | XLY 1411 
人 Se p> .he 14-15 
6™(A,K) 3-8 ya gd 
E',E* 1-8 iET 

F(X,K) 310 | le 12-1 
K 1-1 lzl| 2-1 
严 3-5 | 46 
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VIII. 定义 和 公理 


这 里 仅 涉及 K (其 中 K = R 或 C) 上 的 向 量 空 间 . 


拓扑 向 量 空间 的 公理 . 一 个 拓扑 向 量 空间 是 赋 以 了 向 量 空间 的 结构 和 拓扑 结构 
的 一 个 集合 五, 使 得 : 

EVT1: BE 的 拓扑 同 E 的 加 法 群 结构 是 相 容 的 ; 

EVT2: 从 KK x 互 到 内 的 映射 (和 ,zx) 一 Xz 是 连续 的 . 


完全 集 . 拓扑 向 量 空间 EE 的 一 个 子 集 X 是 完全 的 , 如 果 X 的 元 素 的 线性 组 合 
的 集合 在 妃 里 是 处 处 稠密 的 . 


半 范 数 . 向 量 空间 上 的 一 个 半 范 数 是 从 EE 到 及 + 的 一 个 映射 p, 使 得 对 于 所 
有 z,y eB 和 所 有 入 e 区 有 : 

1. p(AZ) = | 和 lp(z); 

2. p(T+Y) < p(7) + p(Y). 

如 果 对 于 所 有 z 关 O 有 p(z) 关 0, 则 说 p 是 一 个 范 数 . 

称 形式 如 {fz : p(x 一 a) < p} 的 所 有 集合 为 五 的 中 心 为 o 的 pz 开 球 , 其 中 p > 0. 

向 量 空间 妃 上 的 多 拓扑 . 设 多 = (pi) 是 已 上 的 半 范 数 的 一 个 族 . 称 中 心 为 a 
的 p; 开 球 的 所 有 有 限 交 为 EE 内 的 中 心 为 a 的 多 开 球 . 

称 开 集 是 多 开 球 的 任意 并 集 的 拓扑 为 上 的 多 拓扑 . 


范 空间 . 称 所 有 赋 以 了 一 个 范 数 p 的 向 量 空间 为 赋 范 空间 . 
ee d(z,y) = p(x 一 y) 的 拓扑 . 
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当 它 对 于 这 个 距离 是 完备 的 , 则 称 它 为 Banach 空间 . 


在 交换 和 分 离 拓扑 群 G 里 的 可 和 族 . 说 G 的 元 素 的 一 个 族 (ai)ier 是 可 和 的 并 
且 和 为 4 (其 中 4e G), 如 果 对 于 4 的 所 有 邻 域 V, 存在 7 的 一 个 有 限 子 集 ,使 
得 对 于 7 的 所 有 包含 hh 的 有 限 子 集 J 有 


>》 ai EV. 
i€J 
赋 范 空间 妃 里 的 绝对 可 和 族 . 说 五 的 元 素 的 一 个 族 (w) 是 绝对 可 和 的 , 如 果 它 
们 的 范 数 ||ai|| 的 族 在 及 里 是 可 和 的 . 


在 C 里 可 乘积 族 ，C 的 元 素 的 一 个 族 (ai)ier 在 C 里 是 可 乘积 的 , 并 且 乘 积 为 
p, 如 果 对 于 所 有 s > 0, 存在 I 的 一 个 有 限 子 集 h, 使 得 对 于 工 的 所 有 包含 万 的 有 
限 子 集 7 有 
lz 一 [I ai| < <. 


i€J 


赋 范 代数 . 称 区 上 的 赋 以 了 满足 条 件 ||zyl| < ||zl| : |lyl| 的 范 数 的 所 有 代数 为 赋 
范 代数 . 
当 它 此 外 还 对 这 个 范 数 是 完备 时 , 就 称 之 为 Banach 代数 . 


Hermite 型 . 向 量 空间 上 的 一 个 Hermite 型 是 从 巨 x 瑟 到 区 内 的 一 个 映射 
9, 使 得 

1. 对 于 所 有 yw% p(z,y) 对 于 z 是 线性 的 . 

2. 对 于 所 有 xz,y EE 有 poly z) = p(x,Yy). 

说 它 是 正 的 , 如 果 对 于 所 有 z 有 2(z,z) > 0; 说 它 是 正定 的 , 如 果 此 外 对 于 所 有 
z 天 0O 有 p(z;z) > 0; 在 后 一 情形 下 , 人 们 证 明了 (yp(z,z)) 是 上 的 一 个 范 数 . 


准 Hilbert 空间 ， 称 所 有 赋 以 了 正定 Hermite 型 一 般 记 作 (z(y)) 和 关联 于 这 个 
型 的 范 数 的 向 量 空间 刀 为 准 Hilbert 空间 . 
如 果 已 对 于 这 个 范 数 是 完备 的 , 则 称 之 为 Hilbert 空间 . 


正 交 基 . 准 Hilbert 空间 五 的 非 零 元 素 的 任 一 个 族 (a;) 称 为 正 交 基 , 如 果 
1. 这 个 族 在 媚 里 是 完全 的 ; 

2. 诸 a; 是 两 两 正 交 的 ( 即 如 果 i 取 j, 则 (oilw) = 0). 

当 对 于 所 有 i 还 有 jlai|| = 1 时 , 则 说 基 是 标准 正 交 的 . 
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